Back-reaction de campos cuánticos sobre escenarios cosmológicos / Back-reaction of quantum fields on cosmological backgrounds by Casas Barrera, Oscar Eduardo
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA
FACULTAD DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO F˝SICA
BACK-REACTION DE CAMPOS CU`NTICOS
SOBRE ESCENARIOS COSMOL￿GICOS
OSCAR EDUARDO CASAS BARRERA
Trabajo de Grado presentado como requisito parcial
para optar al t￿tulo de Magister en F￿sica
BogotÆ D.C., Junio de 2010BACK-REACTION DE CAMPOS CU`NTICOS
SOBRE ESCENARIOS COSMOL￿GICOS
OSCAR EDUARDO CASAS BARRERA
Trabajo de Grado presentado como requisito parcial
para optar al t￿tulo de Magister en F￿sica
Director:
Dr. rer.nat JUAN MANUEL TEJEIRO
BogotÆ D.C., Junio de 2010PÆgina de aceptaci￿n:
El presente trabajo cumple con los requisitos exigidos por la
Universidad Nacional de Colombia
para otorgar el t￿tulo de
Magister en F￿sica.
Nota de aceptaci￿n
Director
Dr. Juan Manuel Tejeiro.
Jurado
JuradoA mis Padres y hermanas,
los faros de mi vida.AGRADECIMIENTOS
Agradezco en primer lugar a Dios, por permitirme culminar satisfactoriamente mis
estudios de Maestr￿a y conocer un poco mÆs a fondo el orden que subyace a esta compleja
realidad.
A mis Padres, mis verdaderos amigos, por su constante cariæo y apoyo incondicional.
Sin ellos este logro no huviese sido posible.
Al Dr. Juan Manuel Tejeiro por aceptar acompaæarme en esta inciativa de inves-
tigaci￿n. Valoro enormemente sus observaciones y el interØs que siempre manifest￿ en
el buen desarrollo de este proyecto.
Agradezco a Colciencias y a la Universidad Pedag￿gica y Tecnol￿gica de Colombia,
en especial al profesor Nicanor Poveda, por su apoyo durante mi desempeæo como Joven
Investigador colciencias.
Finalmente agradezco a la Universidad Nacional de Colombia por abrirme sus puer-
tas, y permitirme hacer parte de una de las mejores comunidades acadØmicas.TÍTULO EN INGLÉS:  
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ABSTRACT: 
This paper proposes a type quintessence model of dark energy, based on quantum field 
theory in curved spacetime and the semiclassical Einstein equation. Method is 
implemented by partitioning the renormalization points for the Moment Tensor Energy, 
and uses the mean field approximation to quantum mode. The term ξRψ² in the 
Lagrangian of the scalar field could be responsible for the current period of cosmic 
acceleration. Finally, the corresponding Friedmann equations are solved numerically, 
and the results are compared with those of Lambda-CDM model. Is found a good 
correlation between the two models around the present time, although the proposed 
model predicts a cyclical universe. 
 
PALABRAS CLAVE: 
Energía oscura tipo quintaesencia, gravitación semiclásica, renormalización por 
Partición de Puntos, Tensor Momento Energía, aproximación de campo medio. 
 
KEY WORDS: 
quintessence dark energy, semiclassical gravity, Point-splitting renormalization, energy-
momentum tensor, mean field approximation. 
 
 
AUTOR: OSCAR EDUARDO CASAS BARRERA (1984) ˝ndice general
1. INTRODUCCI￿N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2. MARCO TE￿RICO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.1. CAMPO ESCALAR CU`NTICO EN RELATIVIDAD ESPECIAL. . 11
2.2. ELEMENTOS DE RELATIVIDAD GENERAL . . . . . . . . . . . . 18
2.3. ALGUNOS ASPECTOS FORMALES DE COSMOLOG˝A. . . . . . . 25
2.4. CAMPO ESCALAR CU`NTICO EN EL ESPACIO-TIEMPO CURVO 29
3. MODELO DE ENERG˝A OSCURA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
3.1. RENORMALIZACION DE hT￿￿i Y GRAVITACI￿N SEMICL`SICA 34
3.2. LA ACELERACI￿N C￿SMICA Y EL PROBLEMA DEL OR˝GEN
DE ￿. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3. MODELOS DE QUINTAESENCIA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.4. MODELO BASADO EN GRAVITACI￿N SEMICL`SICA. . . . . . . 48
3.5. SOLUCI￿N NUM￿RICA DE LA ECUACI￿N DE ACELERACI￿N Y
AN`LISIS DE LOS RESULTADOS. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4. CONCLUSIONES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
A. NOTACI￿N EN RELATIVIDAD ESPECIAL. . . . . . . . . . . . . 64
B. EXPANSI￿N COVARIANTE DE BITENSORES. . . . . . . . . . 66
C. RELACIONES DE RECURRENCIA PARA G. . . . . . . . . . . . 68
D. TENSOR MOMENTO ENERG˝A RENORMALIZADO. . . . . . 74
E. EXPANSI￿N DE LA FUNCI￿N V. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
F. ELEMENTOS GEOM￿TRICOS DEL ESPACIO R-W. . . . . . . 78
G. ECUACIONES DEL MODELO DE ENERG˝A OSCURA. . . . . 81
REFERENCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
6RES￿MEN
En este trabajo se propone un modelo de energ￿a oscura tipo quintaesencia,
fundamentado en la teor￿a cuÆntica de campos en el espacio tiempo curvo y la ecuaci￿n
semiclÆsica de Einstein. Se implementa el mØtodo de renormalizaci￿n por Partici￿n de
Puntos para el Tensor momento Energ￿a, y se utiliza la aproximaci￿n de campo medio
para el modo cuÆntico. Se encuentra que el tØrmino ￿R 
2 en el lagrangiano del campo
escalar podr￿a ser el responsable del periodo de aceleraci￿n c￿smica actual. Finalmente,
las respectivas ecuaciones de Friedmann son resueltas numØricamente, y los resultados
obtenidos son comparados con los del modelo Lambda-CDM. Se encuentran una buena
correlaci￿n entre los dos modelos al rededor de la Øpoca actual, aunque el modelo
propuesto predice un universo c￿clico.
71. INTRODUCCI￿N
En los œltimos 15 aæos, las diversas evidencias observacionales han seæalado a la
cosmolog￿a relativista como el mejor esquema te￿rico para el estudio de la dinÆmica y
la estructura del universo a gran escala [1]. El modelo que mejor ajusta estos datos, con-
siste en un universo espacialmente plano gobernado por las ecuaciones de Friedmann,
y constituido actualmente por un 28% de materia (23% de materia oscura y 5% de
materia bari￿nica) y un 72% de ￿energ￿a oscura￿ , correspondiente a un tØrmino posi-
tivo de constante cosmol￿gica ￿ [2], [3], [4],[5]. Este modelo, conocido como el modelo
estÆndar de la cosmolog￿a o Lambda-CDM (Cold Dark Matter), no solo implica que el
universo se estÆ expandiendo actualmente, como lo sugiere la ley de Hubble, sino que lo
estÆ haciendo en forma acelerada [6]. Desafortunadamente, no existe una justi￿caci￿n
te￿rica s￿lida para la inclusi￿n de la constante cosmol￿gica en las ecuaciones de Fried-
mann. La Teor￿a General de la Relatividad hace l￿cita su inclusi￿n, pero no la hace
imprescindible. Por otra parte, la Teor￿a CuÆntica de Campos la asocia con ￿ uctua-
ciones en la energ￿a del vac￿o cuÆntico, pero es incapaz de justi￿car al menos su orden
de magnitud. Estas circunstancias de￿nen el Problema de la constante cosmol￿gica y es
uno de los principales retos te￿ricos de este siglo [6],[7],[8].
Recientemente han sido desarrolladas algunas ideas alternativas, entre las cuales
sobresalen los llamados modelos de quintaesencia [6],[7]. Estos modelos proponen que
el tØrmino de constante cosmol￿gica, corresponde al valor actual de la densidad de
energ￿a de un ￿ uido, descrito por un campo escalar de Klein-Gordon autointeractuante.
Sin embargo, presentan el inconveniente de no tener un origen cuÆntico claro, ni un
conjunto de criterios s￿lidos que de￿nan el potencial de auto-interacci￿n. Incluso algunos
modelos proponen campos fantasmas o con energ￿a cinØtica negativa, lo cual contrasta
radicalmente con las estructuras t￿picas de la teor￿a cuÆntica de campos. AdemÆs, estos
modelos no son mani￿estamente covariantes en el sentido de la teor￿a general de la
relatividad, lo cual implica una dinÆmica incompleta, ya que son ignorados los efectos
de la expansi￿n del universo sobre el campo de quintaesencia.
Un tratamiento riguroso de los efectos cuÆnticos del campo gravitacional sobre otros
campos, requiere esencialmente de una teor￿a cuÆntica de la gravedad. Infortunada-
mente, en este momento no existe una propuesta te￿rica plenamente aceptada, ni alguna
evidencia experimental que de cuenta de sus propiedades dinÆmicas. La teor￿a general
de la relatividad, considerada el mejor modelo te￿rico sobre la interacci￿n gravitacional
en el rØgimen clÆsico, se ha resistido a los mØtodos de cuantizaci￿n implementados en el
Modelo EstÆndar de la F￿sica de part￿culas, ya que la acci￿n del campo gravitacional,
no tiene asociado algœn grupo de simetr￿a gauge que permita su renormalizaci￿n.
En ausencia de una teor￿a estÆndar sobre gravedad cuÆntica, la Teor￿a CuÆntica de
Campos sobre el Espacio-tiempo Curvo [9],[10],[11],[12],[13] constituye el mejor esquema
8formal para el estudio de los efectos del campo gravitacional sobre la materia cuantiza-
da. En Østa aproximaci￿n semiclÆsica, el campo gravitacional es descrito como es usual
en la teor￿a general de la relatividad, mientras que los campos cuÆnticos se consider-
an inmersos en este escenario geomØtrico determinista. Por supuesto, esto implica una
modi￿caci￿n de las ecuaciones de los campos cuÆnticos, de acuerdo al principio de co-
variancia general. Durante los œltimos 30 aæos, esta teor￿a ha permitido la obtenci￿n de
resultados muy interesantes sobre la radiaci￿n Hawking en agujeros negros, cosmolog￿a
del universo primigenio, y sobre el efecto Casimir entre otros. Por lo tanto, se espera
que este acercamiento semiclÆsico tenga algo que aportar al problema de la constante
cosmol￿gica.
Sin embargo, este formalismo no estÆ exento de di￿cultades. En el espacio tiempo
curvo, no es posible establecer un œnico conjunto de modos, a partir de los cuales
pueda de￿nirse un solo estado de vac￿o. Por lo tanto, el nœmero de part￿culas se hace
dependiente de la base elegida, haciendo del concepto de part￿cula algo ambiguo. Ahora,
los estados cuÆnticos deben ser denotados por una observable bien de￿nida, como el
valor esperado del tensor momento energ￿a, que juega un papel fundamental en el
estudio de los efectos de back-reaction, es decir, de los efectos de los campos cuÆnticos
sobre el escenario geomØtrico subyacente. Dado que la ecuaci￿n de Einstein, la cual
gobierna esta dinÆmica, relaciona cantidades clÆsicas, el operador momento energ￿a debe
ser remplazado por su valor esperado. No obstante, esta cantidad resulta divergente en
la teor￿a cuÆntica de campos y requiere de un mØtodo de renormalizaci￿n adecuado.
Extraer una contribuci￿n ￿nita y f￿sicamente aceptable del valor esperado de este
tensor, es una tarea poco trivial, ya que los mØtodos de renormalizaci￿n usuales solo son
efectivos en el espacio tiempo de Minkowsky. Entre todos los mØtodos sugeridos en la
literatura, como regularizaci￿n dimensional, regularizaci￿n adiabÆtica y el mØtodo de la
funci￿n z, el acercamiento axiomÆtico introducido por Wald es tal vez el mÆs prÆctico y
e￿caz [14],[15],[12],[16],[17],[18]. Este consiste en una extensi￿n del mØtodo de partici￿n
de puntos de un tensor [19],[20], [21], aplicado a la forma asint￿tica del propagador
de Hadamard, en donde las divergencias aparecen aisladas. Sin embargo, el mØtodo
exige una modi￿caci￿n de las ecuaciones de campo de Einstein, y una especi￿caci￿n del
estado cuÆntico.
En este trabajo consta de la siguiente estructura. En la primera secci￿n se estudian
los conceptos mÆs importantes de la teor￿a cuÆntica del campo escalar en el espacio
tiempo de Minkowsky, haciendo espacial Ønfasis en los conceptos de ecuaci￿n de campo,
propagador de Feynmann y del tensor momento energ￿a. En seguida se presentan los
conceptos mÆs sobresalientes de la teor￿a general de la relatividad, particularmente sobre
el origen de la ecuaci￿n de campo de Einstein, su formulaci￿n variacional, y algunos
conceptos formales sobre Cosmolog￿a. Luego, se exploran los conceptos y problemas de
la teor￿a cuÆntica de campos en el espacio tiempo curvo, particularmente en lo referente
a la interpretaci￿n f￿sica de la representaci￿n nœmero de part￿culas. Luego se estudia
el problema de Back Reaction sobre la mØtrica, al introducir la ecuaci￿n semiclÆsica
de Einstein y se reproduce el cÆlculo del valor esperado del tensor momento energ￿a
renormalizado, siguiendo el mØtodo de Partici￿n de Puntos. A partir de esta expresi￿n,
9se postula un campo escalar de Quintaesencia cuÆntica, y se simpli￿can las expresiones,
teniendo en cuenta los postulados de homogeneidad e isotrop￿a impuestos por el modelo
cosmol￿gico de Friedmann-Robertson-Walker. En seguida se soluciona numØricamente
las ecuaciones de Friedmann correspondientes, y se comparan los resultados con los
del modelo estÆndar. En este trabajo se utilizan unidades naturales (c = ~ = 1) y la
signatura (￿ + ++) para la mØtrica.
102. MARCO TE￿RICO
2.1. CAMPO ESCALAR CU`NTICO EN RELATIVIDAD
ESPECIAL.
La ecuaci￿n de campo constituye un elemento esencial de la teor￿a cuÆntica de cam-
pos, ya que Østa incorpora la propiedad dual onda-part￿cula caracter￿stica de la materia
a escala subat￿mica. A continuaci￿n se presentarÆ una construcci￿n basada en la seme-
janza algebraica existente entre el grupo de translaciones y la dinÆmica hamiltoniana
del punto. Los generadores diferenciales del grupo de translaciones estÆn de￿nidos por
la relaci￿n:
x
0￿ = x
￿ + "
￿ =
￿
1 + i"
￿ ^ K￿
￿
x
￿, es decir: ^ K￿ ￿ ￿i
@
@x￿ = ￿i@￿ (1)
en donde "￿ es un desplazamiento vectorial arbitrario. Resulta claro que estos op-
eradores satisfacen las siguientes relaciones de conmutaci￿n:
h
x
￿; ^ K￿
i
= i￿
￿
￿ (2)
y satisfacen el algebra de Lie:
h
^ K￿; ^ K￿
i
= 0 (3)
A partir de estos generadores, se construye el operador herm￿tico d￿ Alambertiano:
K
2 ￿ ^ K
￿ ^ K￿ = ￿￿
cuyas funciones propias constituyen una representaci￿n o espacio vectorial del grupo
de translaciones:
￿~ ￿(x;k) = k
2~ ￿(x;k) con ~ ￿(x;k) = e
￿ik￿x (4)
en donde se ha elegido por simplicidad funciones escalares, es decir, una repre-
sentaci￿n del momento angular intr￿nseco ^ S con valor esperado nulo (s = 0). BÆsica-
mente, se ha construido una representaci￿n del grupo de simetr￿as espacio-temporales.
Por otra parte, en el contexto del formalismo hamiltoniano de la mecÆnica del punto,
las variables can￿nicas satisfacen las siguientes ￿relaciones de conmutaci￿n￿ :
fx
￿;p￿gPB = ￿
￿
￿, fp￿;p￿gPB = 0 (5)
en donde f;gPB es el corchete de Poisson, de￿nido por:
11fA;BgPB ￿
@A
@q
@B
@p
￿
@B
@q
@A
@p
La semejanza entre estas expresiones y el algebra de Lie (2) y (3), sugiere una
posible relaci￿n de proporcionalidad entre los valores propios (4) y las componentes del
momento can￿nico (Relaci￿n Einstein- de Broglie):
p￿ = ￿k￿ con ￿ ! ~ (6)
es decir, existe un operador diferencial cuyos valores propios coinciden con el mo-
mento can￿nico:
^ P￿ ￿ ^ K￿ (7)
No obstante, las componentes del 4-momento en relatividad especial, estÆn rela-
cionadas por la restricci￿n on-shell o relaci￿n energ￿a-momento:
￿p
2 = m
2 (8)
en donde m es la masa en reposo de la part￿cula. Por lo tanto, las funciones propias
(4) deben satisfacer la ecuaci￿n diferencial:
￿
^ P
￿ ^ P￿ + m
2
￿
~ ￿ =
￿
￿￿
￿￿@￿@￿ + m
2￿ ~ ￿ = 0
es decir: ￿
￿ ￿ m
2￿ ~ ￿ = 0 (9)
Esta es la ecuaci￿n de Klein-Gordon (K-G), y el formalismo aqu￿ expuesto, recibe
el nombre de primera cuantizaci￿n, o cuantizaci￿n de los grados de libertad espacio-
temporales. Su soluci￿n general es una superposici￿n de la forma:
￿(x;t) =
Z
d
3pNp
￿
a(p)e
ip￿x + a(p)
￿e
￿ip￿x￿
(10)
en donde se han elegido los coe￿cientes de la expansi￿n, de tal forma que el campo
￿ sea real. Este espacio vectorial, constituye una representaci￿n irreducible del grupo
de PoincarØ con esp￿n cero.
El fen￿meno de creaci￿n y aniquilaci￿n de part￿culas, hace que el formalismo de
primera cuantizaci￿n sea insu￿ciente en el contexto relativista. Los campos ya no puede
ser interpretados como amplitudes de probabilidad de una sola part￿cula, e incluso para
el campo K-G, la densidad de probabilidad resulta no de￿nida positiva. Por otra parte,
el carÆcter cuadrÆtico de la relaci￿n (8), induce un espectro de energ￿a negativo para
la part￿cula libre, lo cual carece de interpretaci￿n f￿sica. Estas caracter￿sticas indican
que las part￿culas masivas tambiØn se comportan como los cuantos de energ￿a de algœn
campo, similares a los fotones del campo electromagnØtico. Por lo tanto, los campos o
grados de libertad de materia, deben ser cuantizados de la misma forma que los grados
12de libertad espacio-temporales. Siendo Østos campos representaciones irreducibles del
grupo de simetr￿as geomØtricas, al cuantizarlos se induce una segunda cuantizaci￿n.
Siguiendo el esquema de la primera cuantizaci￿n, el camino natural a seguir es el de
cuantizaci￿n can￿nica. Sin embargo, existen otras alternativas de cuantizaci￿n, como el
mØtodo de la integral de camino de Feynmann, que aunque resulta menos intuitiva, es
mas e￿caz en el estudio de campos interactuantes.
El mØtodo de cuantizaci￿n can￿nica implica la construcci￿n de una estructura la-
grangiana, y por lo tanto la de￿nici￿n de una acci￿n. Toda ecuaci￿n de campo puede
interpretarse como la ecuaci￿n de Euler-Lagrange asociada a la extremizaci￿n de una
acci￿n [22],[23]:
S =
Z ￿2
￿1
d
4xL (11)
￿S =
Z ￿2
￿1
d
4x
￿
@L
@￿
￿￿ +
@L
@ (@￿￿)
￿ (@￿￿)
￿
= 0
! @￿
@L
@ (@￿￿)
￿
@L
@￿
= 0 (12)
en donde L es la densidad lagrangiana. En este desarrollo, se ha considerado que
las variaciones de los campos y sus derivadas son nulas en la super￿cie de contorno,
que en general se asume en el in￿nito. Para el campo de Klein-Gordon, la densidad
lagrangiana apropiada es:
L = ￿
1
2
￿
@￿￿@
￿￿ + m
2￿
2￿
(13)
@￿
@L
@ (@￿￿)
￿
@L
@￿
= 0 !
￿
￿ ￿ m
2￿
￿ = 0
AnÆlogo a la mecÆnica del punto, se de￿ne para el campo el momento can￿nico
conjugado y el corchete de Poisson [25]:
￿ ￿
@L
@ _ ￿
= _ ￿
fF;GgPB ￿
Z
d
3x
￿
￿F
￿￿
￿G
￿￿
￿
￿F
￿￿
￿G
￿￿
￿
A partir de estas de￿niciones, se obtienen las siguientes expresiones a igual tiempo
[25]:
f￿(x;t);￿ (x
0;t)gPB = ￿
3 (x ￿ x
0) (14)
f￿(x;t);￿(x
0;t)gPB = f￿ (x;t);￿ (x
0;t)gPB = 0
De acuerdo al teorema de Noether, la invariancia de la acci￿n (11) ante traslaciones
(1) implica la conservaci￿n del 4-momento asociado al campo [26],[27],[28]. Haciendo
uso de (12) se obtiene [22]:
13￿S =
Z ￿2
￿1
d
4x
￿
@L
@x￿
￿
a
￿ = 0
￿
@L
@x￿ =
@L
@￿
@￿￿ +
@L
@ (@￿￿)
@￿ (@￿￿) ￿
dL
dx￿ = 0
= @￿T￿￿ = 0 (15)
en donde se ha de￿nido el tensor momento energ￿a T￿￿:
T￿￿ ￿
@L
@ (@￿￿)
@￿￿ ￿ ￿￿￿L (16)
el cual se relaciona con el 4-momento asociado al campo mediante la expresi￿n:
P￿ (￿) =
Z
d
3xT0￿ (17)
Para el campo de Klein-Gordon, el tensor momento energ￿a estÆ dado por:
T￿￿ = @￿￿@￿￿ ￿ ￿￿￿
1
2
￿
@￿￿@
￿￿ + m
2￿
2￿
(18)
De￿nida esta estructura lagrangiana, se procede a identi￿car los corchetes de Poisson
(14) y la estructura algebraica (2), como se hizo en la primera cuantizaci￿n [26],[27],[28],[25]:
f;gPB !
1
i
[;]
h
^ ￿(x;t); ^ ￿ (x
0;t)
i
= i￿
3 (x ￿ x
0) (19)
h
^ ￿(x;t); ^ ￿(x
0;t)
i
= [^ ￿ (x;t); ^ ￿ (x
0;t)] = 0
Ahora ￿ y ￿, y por ende los a, son promovidos a operadores que pueden actuar
sobre una representaci￿n adecuada. La inserci￿n de (10) en (19) evoca la estructura
algebraica del oscilador arm￿nico cuÆntico:
￿
^ a(p);^ a
y (p
0)
￿
= ￿
3 (p ￿ p
0) (20)
[^ a(p);^ a(p
0)] =
￿
^ a
y (p);a
y (p
0)
￿
= 0
en donde se ha utilizado la identidad (2￿)
3 ￿ (x ￿ x0) =
R
d3pe￿ip￿(x￿x0).Por tanto, al
operar sobre un espacio de Fock, los operadores ^ ay (p) y ^ a(p) describen respectivamente
la creaci￿n y destrucci￿n de cuantos del 4-momento asociado al campo:
^ a(p)j0i = 0
^ a
y(p1)j0i = j(1;p1)i (21)
^ N(p)j(n;p)i = ^ a
y (p)^ a(p)j(n;p)i = n(p)j(n;p)i
^ a
y(p1)
n1 ￿￿￿^ a
y(pj)
nj j0i =
q
(n1!)￿￿￿(nj!)j(n1;p1);￿￿￿ ;(nj;pj)i
14Estos cuantos de campo corresponden a las part￿culas (y antipart￿culas) observadas
experimentalmente en los procesos de dispersi￿n. Los operadores ^ a y ^ ay aparecen junto
a modos de frecuencia positiva cuando se trata de procesos de part￿culas, y junto a
modos de frecuencia negativa (o frecuencia positiva y tiempo hacia el pasado) cuando
se trata de antipart￿culas.
La elecci￿n de conmutadores en las relaciones (19), generan estados simØtricos ante
el intercambio de part￿culas, y por ende, describen bosones. Otros campos como el de
Dirac, no admiten1 relaciones de conmutaci￿n, sino de anticonmutaci￿n, dando origen
a estados antisimØtricos que describen fermiones. Estos hechos establecen una conexi￿n
de primeros principios entre el esp￿n y el comportamiento estad￿stico de las part￿culas.
Sin embargo, al incertar la expansi￿n (10) en (17), y considerando las relaciones
(20), se encuentra que los valores esperados asociados al 4-momento y la carga resultan
divergentes para el estado de vac￿o:
^ P￿ =
1
2
Z
d
3p
￿
2^ a
y(p)^ a(p) + ￿
3 (0)
￿
p￿ (22)
D
0
￿ ￿ ￿ ^ P￿
￿ ￿ ￿0
E
=
1
2
Z
d
3p￿
3 (0)p￿ (23)
Es necesario rede￿nir todas estas cantidades a cero para recobrar la interpretaci￿n
f￿sica del vac￿o. A este proceso se le conoce como renormalizaci￿n y consiste en restar
estos in￿nitos a los valores esperados. TØcnicamente, esto puede conseguirse mediante
el ordenamiento normal de los operadores de creaci￿n y destrucci￿n (denotado po ::)
en las observables, es decir, al ordenar todos los operadores de creaci￿n a la izquierda
de los de destrucci￿n [26],[27],[28],[25].
: ^ P￿ :=
Z
d
3p ^ N(p)p￿ (24)
Debido al carÆcter herm￿tico del operador de campo, la ecuaci￿n de Klein-Gordon
describe bosones neutros en el rØgimen relativista. No hay manera de distinguir las
part￿culas de sus antipart￿culas.
Otro valor esperado de gran importancia en la teor￿a cuÆntica de campos, es el propa-
gador de Feynmann, de￿nido como la amplitud de probabilidad de que una part￿cula
sea destruida en x y creada en x0 en direcci￿n del futuro, o que sea destruida en x y
creada en x0 en direcci￿n del pasado (antipart￿cula propagada hacia el futuro), segœn
sea el caso [26],[27],[28],[25]:
iGF (x;x
0) ￿ h￿(x) j ￿(x
0)i = (25)
= ￿(t ￿ t
0)G
+ (x;x
0) + ￿(t
0 ￿ t)G
￿ (x;x
0)
en donde G+ y G￿ son las funciones de Green avanzada y retardada:
G
+ (x;x
0) ￿
D
0
￿ ￿ ￿^ ￿(x) ^ ￿(x
0)
￿ ￿ ￿0
E
, G
￿ (x;x
0) ￿
D
0
￿ ￿ ￿^ ￿(x
0) ^ ￿(x)
￿ ￿ ￿0
E
(26)
1Esto debido a que las relaciones de conmutaci￿n generan observables negativos para la energ￿a y
el momentum de las antipart￿culas, asociadas al campo de Dirac.
15Estas se relacionan con los valores esperados del conmutador y el anticonmutador
G(1) y G(x;x0):
G
(1) (x;x
0) ￿
D
0
￿ ￿ ￿
n
^ ￿(x) ^ ￿(x
0)
o￿ ￿ ￿0
E
(27)
iG(x;x
0) ￿
D
0
￿
￿ ￿
h
^ ￿(x) ^ ￿(x
0)
i￿
￿ ￿0
E
(28)
en la siguiente forma:
G
+ (x;x
0) =
1
2
￿
G
(1) (x;x
0) + iG(x;x
0)
￿
(29)
G
￿ (x;x
0) =
1
2
￿
G
(1) (x;x
0) ￿ iG(x;x
0)
￿
(30)
Estas cuatro funciones de dos puntos satisfacen la ecuaci￿n de campo (9), mientras
que el propagador de Feynman satisface la ecuaci￿n de Green asociada:
￿
￿ ￿ m
2￿
GF (x;x
0) = ￿￿
4 (x ￿ x
0) (31)
Sin embargo, todas pueden expresarse en forma integral como:
S (x;x
0) = i
Z
d4p
(2￿)
4
e￿ip￿(x0￿x)
p2 ￿ m2 + i￿
(32)
diferenciÆndose tan solo en el contorno de integraci￿n:
16Figura 1. Contornos de integraci￿n para las funciones de Green de la ecuaci￿n de Klein
Gordon.
La integraci￿n de (32) puede expresarse en tØrminos de funciones especiales de
Bessel. Para las funciones G(1) (x;x0) y G(x;x0) se obtienen los siguientes resultados:
G
(1) (x;x
0) =
m
4￿
p
2￿
￿(2￿)Y1
￿
m
p
2￿
￿
￿
m
2￿2p
￿2￿
￿(￿2￿)K1
￿
m
p
￿2￿
￿
’
￿1
2￿2
￿
1
2￿
￿
m2
2
ln
￿
m
p
j2￿j
￿
+
m4
4
+ ￿￿￿
￿
para x ! x
0
G(x;x
0) =
jt0 ￿ tj
t0 ￿ t
￿
m
4￿
p
2￿
￿(2￿)J1
￿
m
p
2￿
￿
￿
1
2￿
￿ (2￿)
￿
con ￿ (x;x0) de￿nida como:
￿ (x;x
0) ￿
1
2
(x
0 ￿ x)
2 =
1
2
￿￿￿ (x
￿0 ￿ x
￿)
￿
x
￿0 ￿ x
￿￿
(33)
17Teniendo en cuenta las relaciones (29) y (30), se encuentra que en general, G￿ tiene
el siguiente comportamiento asint￿tico en el l￿mite cuando x tiende a x0:
l￿ ￿m
x!x0 G
￿ (x;x
0) ￿ =
U (x;x0)
￿ (x;x0)
+ V (x;x
0)ln￿ (x;x
0) + W (x;x
0) (34)
en donde U, V y W son funciones regulares para todo par (x;x0). Es importante
seæalar que la divergencia de Østa expresi￿n cuando x = x0, estÆ fuertemente relacionada
con las divergencias ultravioleta presentadas por las observables del campo para el
estado de vac￿o (23):
D
0
￿
￿ ￿A
￿
^ ￿(x);@￿^ ￿(x)
￿￿
￿ ￿0
E
=
D
0
￿
￿ ￿^ ￿(x) ^ A
￿  ￿
@ ￿;
￿ !
@ ￿
￿
^ ￿(x)
￿
￿ ￿0
E
= l￿ ￿m
x!x0
D
0
￿ ￿ ￿^ ￿(x) ^ A
￿  ￿
@ ￿;
￿ !
@ ￿0
￿
^ ￿(x
0)
￿ ￿ ￿0
E
= l￿ ￿m
x!x0
^ A
￿  ￿
@ ￿;
￿ !
@ ￿0
￿D
0
￿ ￿ ￿^ ￿(x) ^ ￿(x
0)
￿ ￿ ￿0
E
= l￿ ￿m
x!x0
^ A
￿  ￿
@ ￿;
￿ !
@ ￿0
￿
G
￿ (x;x
0) (35)
en donde se ha tenido en cuenta que todas las observables asociadas al campo son
expresiones bilineales de los operadores de campo y sus derivadas.
2.2. ELEMENTOS DE RELATIVIDAD GENERAL
El principio de equivalencia establece que, es imposible distinguir, mediante algœn
experimento local, un marco de referencia en ca￿da libre en un campo gravitacional,
de uno con movimiento uniforme en ausencia de gravedad [30],[31]. Este hecho permite
establecer una conexi￿n directa entre la interacci￿n gravitacional y la geometr￿a del
espacio tiempo, ya que todo campo gravitacional puede reemplazarse localmente por
un marco de referencia acelerado. La prescripci￿n de localidad estÆ relacionada con la
variabilidad que pueden presentar los campos gravitacionales alrededor de un punto. Ya
que un marco de referencia acelerado estÆ de￿nido por una trayectoria œnica, Øste no
puede reemplazar el campo gravitacional de todo el espacio, especialmente en el in￿nito,
en donde los efectos gravitacionales tienden a anularse, mientras que la aceleraci￿n no
[32].
Por otra parte, toda forma de energ￿a estÆ acoplada con el campo gravitacional. Esto
implica que no es posible establecer un conjunto de marcos de referencia privilegiados,
con movimiento uniforme mutuo (inerciales), en los cuales las ecuaciones de la f￿sica
sean invariantes (covariantes). Las leyes de la f￿sica deben ser modi￿cadas para que
sean vÆlidas en un marco de referencia arbitrario, que de hecho, es un sistema f￿sico
bajo el in￿ ujo de algœn campo gravitacional. Esta exigencia constituye el principio de
covariancia general, y es una consecuencia del principio de relatividad general: todos
los marcos de referencia son equivalentes para describir los fen￿menos f￿sicos [33].
18Respecto a un marco de referencia en ca￿da libre con sistema coordenado (￿
￿), la
ecuaci￿n de movimiento de una part￿cula cercana, en presencia de un campo gravita-
cional, es la de una part￿cula libre. No obstante para un segundo observador arbitrario
con sistema coordenado (x￿), la ecuaci￿n de movimiento toma una forma mÆs general
o ecuaci￿n geodØsica:
d2￿
￿
d￿2 = 0 =
d
d￿
￿
@￿
￿
@x￿
dx￿
d￿
￿
o
0 =
d2x￿
d￿2 + ￿
￿
￿￿
dx￿
d￿
dx￿
d￿
(36)
que de￿ne el camino mÆs corto entre dos puntos sobre una h￿persuper￿cie dada.
Aqu￿, ￿￿
￿￿ es llamada la conexi￿n, de￿nida como:
￿
￿
￿￿ ￿
@x￿
@￿
￿
@2￿
￿
@x￿@x￿ (37)
y ￿ es algœn parÆmetro real que puede identi￿carse con el tiempo propio para part￿cu-
las masivas:
d￿
2 = ￿￿￿￿d￿
￿d￿
￿ = ￿
￿
￿￿￿
@￿
￿
@x￿
@￿
￿
@x￿
￿
dx
￿dx
￿
d￿
2 ￿ ￿g￿￿dx
￿dx
￿ (38)
en donde se ha generalizado el concepto de tensor mØtrico. La derivada de esta
expresi￿n junto con la de￿nici￿n (37) da como resultado:
0 =
@g￿￿
@x￿ ￿ ￿
￿
￿￿g￿￿ ￿ ￿
￿
￿￿g￿￿ (39)
Con ayuda de Østa expresi￿n y del tensor mØtrico inverso:
g
￿￿ = ￿
￿￿@x￿
@￿
￿
@x￿
@￿
￿ (40)
se encuetra una expresi￿n para la conexi￿n en tØrminos del tensor mØtrico:
￿
￿
￿￿ =
g￿￿
2
￿
@g￿￿
@x￿ +
@g￿￿
@x￿ ￿
@g￿￿
@x￿
￿
(41)
A pesar de que la conexi￿n es funci￿n del tensor mØtrico y sus derivadas, no trans-
forma como un tensor bajo un cambio de coordenadas:
￿
0￿
￿￿ =
@x0￿
@x￿
@x￿
@x0￿
@x￿
@x0￿￿
￿
￿￿ ￿
@x￿
@x0￿
@x￿
@x0￿
@2x0￿
@x￿@x￿ (42)
19Sin embargo, juega un papel muy importante en la de￿nici￿n de la derivada co-
variante de un vector (es decir, que transforma como un tensor bajo una cambio de
coordenadas). Teniendo en cuenta la expresi￿n anterior, se obtiene:
V
0￿ =
@x0￿
@x￿ V
￿
@V 0￿
@x0￿ =
@x0￿
@x￿
@x￿
@x0￿
￿
@V ￿
@x￿ + ￿
￿
￿￿V
￿
￿
￿ ￿
0￿
￿￿V
0￿
por lo tanto, la derivada covariante de V ￿ en direcci￿n ￿ se de￿ne como:
r￿V
￿ ￿ V
￿
;￿ ￿
@V ￿
@x￿ + ￿
￿
￿￿V
￿ (43)
el primer tØrmino contiene la variaci￿n debido al cambio en las coordenadas, mientra
que el segundo contiene una correcci￿n que implica el transporte paralelo del vector,
es decir, el vector es transportado desde un punto a otro, manteniendo su orientaci￿n
relativa en cada punto del trayecto con respecto a la geodØsica que une a los dos puntos.
El proceso de derivaci￿n solo resulta covariante, si se comparan vectores que son trans-
portados paralelamente a un solo punto. Generalizando este concepto para un tensor
rango arbitrario, se tiene:
T
￿1:::￿r
￿1:::￿s;￿ =
@T
￿1:::￿r
￿1:::￿s
@x￿ + T
￿￿2:::￿r
￿1:::￿s ￿
￿1
￿￿ + ￿￿￿ + (44)
T
￿1:::￿r￿1￿
￿1:::￿s ￿
￿r
￿￿ ￿ T
￿1:::￿r
￿￿2:::￿s￿
￿
￿￿1 ￿ ￿￿￿ ￿ T
￿1:::￿r
￿1:::￿s￿1￿￿
￿
￿￿
en donde resulta claro que la expresi￿n (39) implica que la derivada covariante del
tensor mØtrico es nula:
r
￿g￿￿ = 0 (45)
esto signi￿ca que el producto interior es invariante ante transporte paralelo.
Con el ￿n de establecer una relaci￿n con la teor￿a de gravitaci￿n de Newton (principio
de correspondencia), es necesario examinar el movimiento relativamente lento de una
part￿cula, en un campo gravitacional estacionario y dØbil (l￿mite clÆsico). Para v ￿ c,
dx=d￿ es despreciable, d￿ tiende a dt, y la ecuaci￿n de movimiento (36) se reduce a:
d2x￿
dt2 ’ ￿￿
￿
00 (46)
La condici￿n de campo gravitacional estacionario, implica derivadas temporales nu-
las para g￿￿:
￿
￿
00 = ￿
g￿￿
2
@g00
@x￿
Por otra parte, la condici￿n de campo gravitacional dØbil, implica ￿ uctuaciones
pequeæas al rededor de la mØtrica de Minkowski:
g￿￿ ’ ￿￿￿ + h￿￿ con jh￿￿j ￿ 1
20Estas aproximaciones, reducen la ecuaci￿n de movimiento (46) a la forma:
d2x
dt2 =
1
2
rh00
comparando esta expresi￿n con la ecuaci￿n de movimiento newtoniana:
d2x
dt2 = ￿r￿
se encuentra una conexi￿n entre el tensor mØtrico y el potencial gravitacional de
Newton:
g00 ’ ￿(1 + 2￿)
De esta forma, se encuentra que las propiedades geomØtricas del espacio-tiempo
son determinadas por el campo gravitacional, en este caso, el efecto de dilataci￿n del
tiempo por efectos gravitacionales. Se espera entonces que el tensor mØtrico satisfaga
la ecuaci￿n de Poisson newtoniana:
r
2￿ = 4￿G￿ (47)
r
2g00 = ￿8￿G￿ !
G00 = 8￿GA00 (48)
Esta ecuaci￿n, que relaciona la densidad de masa ￿ con la mØtrica temporal, debe
ser el l￿mite no relativista de una ecuaci￿n mÆs general entre dos tensores de rango 2. El
candidato obvio para A00 es el tensor momento-energ￿a, que incorpora la equivalencia
masa-energ￿a de la relatividad especial. Por ejemplo, para una part￿cula puntual se
de￿ne como:
T￿￿ ￿
p￿p￿
p0
￿
3 (x
0 ￿ x(t)) (49)
T￿0 = p￿￿
3 (x
0 ￿ x(t))
T￿i = p￿
dxi
dt
￿
3 (x
0 ￿ x(t))
y como en (15), satisface la ecuaci￿n de continuidad:
r
￿T￿￿ = 0 (50)
en donde se reemplaz￿ @￿ por r￿ para asegurar la covariancia de la expresi￿n (vØase
principio de acoplamiento m￿nimo en la siguiente secci￿n).
Ya que T￿￿ es simØtrico y con divergencia nula, el tensor G￿￿ debe contar con las
mismas propiedades. AdemÆs, debe ser lineal con respecto a la segunda derivada o
cuadrÆtico con respecto a las primeras derivadas de la mØtrica [31]. Es posible construir
un tensor con esta œltima condici￿n, derivando la expresi￿n (42):
21@3x0￿
@x￿@x￿@x￿ =
@x0￿
@x￿
￿
￿￿
￿￿
@x￿ + ￿
￿
￿￿￿
￿
￿￿
￿
￿
@x0￿
@x￿
@x0￿
@x￿
@x0￿
@x￿
￿
@￿
0￿
￿￿
@x0￿ ￿ ￿
0￿
￿￿￿
0￿
￿￿ ￿ ￿
0￿
￿￿￿
0￿
￿￿
￿
￿￿
0￿
￿￿
@x0￿
@x￿
￿
￿
￿
￿￿
@x0￿
@x￿ + ￿
￿
￿￿
@x0￿
@x￿ + ￿
￿
￿￿
@x0￿
@x￿
￿
restando esta expresi￿n intercambiando ￿ y ￿, se obtiene la siguiente relaci￿n de
transformaci￿n tensorial:
0 =
@x0￿
@x￿
￿
@￿￿
￿￿
@x￿ ￿
@￿￿
￿￿
@x￿ + ￿
￿
￿￿￿
￿
￿￿ ￿ ￿
￿
￿￿￿
￿
￿￿
￿
￿
@x0￿
@x￿
@x0￿
@x￿
@x0￿
@x￿
 
@￿
0￿
￿￿
@x0￿ ￿
@￿
0￿
￿￿
@x0￿ ￿ ￿
0￿
￿￿￿
0￿
￿￿ + ￿
0￿
￿￿￿
0￿
￿￿
!
Esta expresi￿n de￿ne el tensor de Riemann:
R
￿
￿￿￿ ￿
@￿￿
￿￿
@x￿ ￿
@￿￿
￿￿
@x￿ + ￿
￿
￿￿￿
￿
￿￿ ￿ ￿
￿
￿￿￿
￿
￿￿ (51)
el cual satisface las siguientes propiedades:
R￿￿￿￿ = R￿￿￿￿ simetr￿a (52)
R￿￿￿￿ = ￿R￿￿￿￿ = ￿R￿￿￿￿ = R￿￿￿￿ antisimetr￿a (53)
R￿￿￿￿ + R￿￿￿￿ + R￿￿￿￿ = 0 ciclicidad (54)
R￿￿￿￿;￿ + R￿￿￿￿;￿ + R￿￿￿￿;￿ = 0 Identidad de Bianchi (55)
Aunque este tensor es de rango 4, puede dar origen a otros dos tensores de menor
rango, mediante la operaci￿n de contracci￿n:
R￿￿ ￿ g
￿￿R￿￿￿￿ Tensor de Ricci (56)
R ￿ g
￿￿R￿￿ Escalar de Curvatura (57)
A partir de estos dos tensores, es posible construir un tensor con las caracter￿sticas
requeridas. Teniendo en cuenta el resultado (45) y la propiedad (53); la contracci￿n de
￿ con ￿ y ￿ con ￿ en (55), da como resultado:
R￿￿;￿ ￿ R￿￿;￿ + R
￿
￿￿￿;￿ = 0 (58)
R;￿ ￿ R
￿
￿;￿ ￿ R
￿
￿;￿ =
￿
R￿
￿
￿ ￿ 2R
￿
￿
￿
;￿ = 0 (59)
22Esto signi￿ca que existe un tensor con divergencia nula, que es funci￿n del tensor
de Ricci, el escalar de Curvatura y el tensor mØtrico:
G￿￿ = R￿￿ ￿
1
2
g￿￿R (60)
y ademÆs presenta el l￿mite correcto para campos estÆticos [31]:
G00 ’ ￿r
2g00
Por lo tanto, este tensor es el mejor candidato para el lado izquierdo de la ecuaci￿n
de campo de Einstein:
G￿￿ = 8￿GT￿￿ (61)
Esta ecuaci￿n determina la geometr￿a del espacio-tiempo a partir de la distribuci￿n
de la energ￿a. En total, constituye 16 ecuaciones diferenciales no lineales acopladas con
respecto a la mØtrica: de las 16 ecuaciones posibles, solo 10 son independientes debido a
la propiedad de simetr￿a de los tensores. El que las propiedades geomØtricas del espacio
no sean ￿jas sino dinÆmicas, reemplaza el modelo matemÆtico simpli￿cado de espacio
vectorial euclidiano, por el de variedad geomØtrica diferencial.
La ecuaci￿n de Einstein en el vac￿o (T￿￿ = 0) puede derivarse de la extremizaci￿n
de la acci￿n de Einstein-Hilbert:
SG =
1
16￿G
Z
d
4xLG =
1
16￿G
Z
d
4x
p
gR (62)
￿SG =
1
16￿G
Z
d
4x(R￿
p
g +
p
gg
￿￿￿R￿￿ +
p
gR￿￿￿g
￿￿) = 0 (63)
en donde se de￿ne como g ￿ ￿det(g￿￿), y las variaciones por:
￿
p
g =
1
2
p
g
@g
@g￿￿
￿g￿￿ =
1
2
p
gg
￿￿￿g￿￿
￿R￿￿ =
￿
￿￿
￿
￿￿
￿
;￿ ￿
￿
￿￿
￿
￿￿
￿
;￿ Identidad de Palatini (64)
￿g
￿￿ = ￿g
￿￿g
￿￿￿g￿￿
as￿, la extremizaci￿n de (62), da origen al miembro geomØtrico de la ecuaci￿n de
campo (61):
￿SG =
1
16￿G
Z
d
4x
p
g
￿
R
1
2
g
￿￿ ￿ R
￿￿
￿
￿g￿￿ = 0
! G￿￿ = 0
en donde se ha hecho uso del teorema de Gauss y la condici￿n de que las integrales de
super￿cie en el in￿nito son nulas. ConsidØrese a continuaci￿n traslaciones de la forma:
x
0￿ = x
￿ + "X
￿ (x) (65)
23con " es un nœmero real pequeæo y X￿ (x) es un campo vectorial. Por supuesto, esta
transformaci￿n de las coordenadas induce un cambio en la mØtrica:
￿g￿￿ = ￿"(r￿X￿ + r￿X￿) (66)
a menos que X￿sea un campo vectorial de Killing. En este caso, la anulaci￿n de (66)
establece una ecuaci￿n diferencial que determina los vectores de Killing X￿ o direcciones
de ￿ ujo, a travez de las cuales g￿￿ resulta invariante (Isometr￿as). Reemplazando (66)
en ￿SG, se obtiene la condici￿n (59):
￿SG =
￿2"
16￿G
Z
d
4x
p
gG
￿￿ (r￿X￿) = 0
=
￿"
8￿G
Z
d
4x
p
gr￿ (G
￿￿X￿) +
"
8￿G
Z
d
4x
p
gX￿ (r￿G
￿￿)
! r￿G
￿￿ = 0
en donde se ha eliminado el primer tØrmino por tratarse de una integral de super-
￿cie. Esto signi￿ca que la invariancia del lagrangiano bajo translaciones, implica una
divergencia nula para el tensor de Einstein. Estos desarrollos sugieren una acci￿n para
el miembro derecho (o de materia) de la ecuaci￿n de Einstein (61) tal que:
￿SM =
1
2
Z
d
4x
p
gT
￿￿￿g￿￿ ￿ "
Z
d
4x
p
gT
￿￿ (r￿X￿) = 0
! r￿T
￿￿ = 0
Por lo tanto, la ecuaci￿n de campo de Einstein (61), corresponden a la extremizaci￿n
de la acci￿n:
S = SG + SM
￿S = ￿
1
2
Z
d
4x
p
g
￿
1
8￿G
G
￿￿ ￿ T
￿￿
￿
￿g￿￿ = 0
en donde se ha de￿nido en forma general, los tensores G￿￿ y T ￿￿.
￿SG
￿g￿￿
￿ ￿
p
g
16￿G
G
￿￿,
￿ST
￿g￿￿
￿
p
g
2
T
￿￿ (67)
Es necesario aclarar en este punto, que la ecuaci￿n de campo (61) no es la œnica
que satisface las condiciones requeridas por el principio de correspondencia, Østa aœn
admite un tØrmino adicional, proporcional a la mØtrica:
S￿ = SM + SG ￿
Z
d
4x
p
g (2￿)
! G￿￿ + ￿g￿￿ = 8￿GT￿￿ (68)
en donde ￿ es la constante cosmol￿gica. Este tØrmino fue introducido posteriormente
por Einstein para inducir un universo estacionario, libre de la singularidad inicial cono-
cida como Big Bang. No obstante, y como se verÆ en la pr￿xima secci￿n, este tØrmino
24tambiØn puede inducir una expansi￿n acelerada del universo. Si se interpreta el miembro
izquierdo de esta ecuaci￿n como un tensor momento energ￿a, las ecuaciones de campo
de Einstein implicar￿an que el tensor momento energ￿a total en x (incluyendo al campo
gravitacional), es constante en todo punto del espacio e igual a 0.
2.3. ALGUNOS ASPECTOS FORMALES DE COSMOLOG˝A.
La Cosmolog￿a, una de las aplicaciones mÆs importantes de la teor￿a general de la
relatividad, se ha convertido en las œltimas dØcadas en una de las ramas mÆs activas de
la f￿sica moderna. Su piedra angular es el Principio Cosmol￿gico, el cual establece que
a grandes escalas y en una misma Øpoca, el universo presenta el mismo aspecto desde
cualquiera de sus puntos, exceptuando pequeæas irregularidades locales (homogeneidad
e isotrop￿a del universo o gran escala) [1],[31]. Por otra parte, el postulado de Weyl
establece que el movimiento de los objetos en esta escala de distancias se considera
similar al de las part￿culas de un ￿ uido perfecto, en donde cada una de ellas sigue
una œnica geodØsica como de tiempo, exceptuando pequeæos movimientos aleatorios.
No obstante, estas trayectorias pueden interceptarse en algœn punto del pasado o del
futuro, de acuerdo con la hip￿tesis de Big Bang, con￿rmada por las observaciones
astron￿micas mÆs recientes.
Estos principios, hip￿tesis o postulados, pueden consignarse en forma matemÆtica
como sigue:
el principio cosmol￿gico da origen a la mØtrica de Roberson-Walker (RW):
ds
2 = g￿￿dx
￿dx
￿ = ￿dt
2 + a(t)
2
"
dx
2 + K
(x ￿ dx)
2
1 ￿ Kx2
#
en donde a(t) es el factor de escala del universo y K es la constante de curvatura, que
puede tomar los valores 1, 0 o ￿1, ya sea que se trate de un espacio localmente esfØrico,
euclidiano o hiperb￿lico. En este trabajo se asumirÆ una geometr￿a espacial localmente
plana o euclidiana (K = 0), ya que as￿ lo indican las mÆs recientes observaciones [2],
[3], [4],[5]. As￿, las componentes no nulas de la mØtrica son:
g00 = ￿1, gij = a
2(t)￿ij (69)
Introduciendo estas expresiones en la de￿nici￿n (41), se encuentra que las conexiones
no nulas para la mØtrica de RW son (vØase apØndice F):
￿
0
ii = a(t)_ a(t) (70)
￿
i
0i =
_ a(t)
a(t)
De las de￿niciones (51) y (56), se obtienen las componentes no nulas del tensor de
Ricci:
25R00 = ￿3
￿ a(t)
a(t)
, Rij =
￿
a(t)￿ a(t) + 2_ a(t)
2￿
￿ij
y el escalar de curvatura:
R = 6
￿
￿ a(t)
a(t)
+
_ a(t)2
a(t)2
￿
(71)
Por lo tanto, las componentes no nulas del tensor de Einstein (60) estan dadas por:
G00 = 3
_ a(t)2
a(t)2, Gii = ￿2a(t)￿ a(t) ￿ _ a(t)
2 (72)
De acuerdo con el postulado de Weyl, el tensor momento energ￿a del universo es el
de un ￿uido Perfecto:
T￿￿ = (￿ + p)U￿U￿ + pg￿￿ (73)
en donde U￿ = (1; _ r) es un campo de 4-velocidades, ￿ es la densidad de energ￿a y
p la presi￿n del ￿ uido. El postulado de Weyl implica que los objetos cosmol￿gicos son
com￿viles con respecto a algœn sistema de coordenadas que se expande junto al espacio-
tiempo, es decir, permanecen ubicados en la misma coordenada com￿vil r para todo
tiempo. Por lo tanto, _ r = 0 y la coordenada observada x(t) cambia en el tiempo con la
misma taza que factor de escala del universo:
x(t) = ra(t)
! _ x(t) = H(t)x(t) con H(t) ￿
_ a(t)
a(t)
Esta œltima ecuaci￿n constituye la ley de Hubble, en donde H(t) es el parÆmetro de
Hubble, y coincide con la constante de Hubble H0 en la Øpoca actual. Gracias a estas
consideraciones, las componenentes no nulas del tensor momento energ￿a se simpli￿can
a:
T00 = ￿, Tii = pa(t)
2 (74)
Reemplazando estos resultados en la ecuaci￿n de campo de Einstein (61), se deducen
las ecuaciones de Friedmann para el factor de escala del universo:
3
_ a(t)2
a(t)2 = 8￿G￿ (75)
￿2
￿ a(t)
a(t)
￿
_ a(t)2
a(t)2 = 8￿Gp (76)
La primera ecuaci￿n de Friedmann constituye una ecuaci￿n de ligadura para el
parÆmetro de Hubble. La segunda ecuaci￿n constituye una verdadera ecuaci￿n de evolu-
ci￿n. Combinando estas ecuaciones, se obtiene la ecuaci￿n de aceleraci￿n c￿smica:
26￿ a(t)
a(t)
= ￿
4￿G
3
(￿ + 3p) (77)
La ecuaci￿n de conservaci￿n de la energ￿a (50) toma la forma:
_ ￿ + 3
_ a(t)
a(t)
(￿ + p) = 0 (78)
en donde es evidente que la dinÆmica del espacio-tiempo puede originar cambios
temporales en la energ￿a local (la naturaleza de las ecuaciones de Einstein hacen posible
el intercambio de energ￿a entre la materia y la geometr￿a del espacio tiempo [6]). Esta
ecuaci￿n puede integrarse fÆcilmente, asumiendo que la presi￿n es una funci￿n simple
de la densidad de energ￿a:
p(￿) = !￿
en donde ! es el parÆmetro de estado. As￿, para este tipo de ￿ uidos, la densidad de
energ￿a se relaciona con el parÆmetro de escala mediante la expresi￿n:
￿(t) = Ca(t)
￿3(1+!) (79)
La gran mayor￿a de formas de energ￿a conocidas en el universo clasi￿can en este
comportamiento: materia tipo polvo (M) (!M = 0) como la materia bari￿nica, y mate-
ria relativista tipo radiaci￿n (R) (!R = 1=3). As￿ mismo, se presume que existen otros
tipos de energ￿a con valores de ! negativo, que ser￿an los responsables de la expan-
si￿n acelerada del universo actual [6],[7],[8]. Tal es el caso del tØrmino de constante
cosmol￿gica en (68), cuando se interpreta como una componente del tensor momento
energ￿a:
(T￿￿)￿ = ￿
￿
8￿G
g￿￿, !￿ = ￿1 (80)
￿￿ =
￿
8￿G
Es decir, constituye una forma de energ￿a constante. En ausencia de otras formas
de energ￿a, este tØrmino induce una expansi￿n acelerada o desacelerada del universo,
de acuerdo al signo de la constante cosmol￿gica:
￿ a(t)
a(t)
=
￿
3
(81)
Ya que son varias las formas de energ￿a contribuyen al tensor momento energ￿a,
resulta œtil de￿nir el parÆmetro de densidad o densidad relativa:
￿i =
￿i
￿c
27en donde ￿c es la densidad cr￿tica del universo en un tiempo dado (75):
￿c(t) ￿
X
i
￿i(t) ￿
3H(t)2
8￿G
(82)
de acuerdo con esta de￿nici￿n, en un universo espacialmente plano constituido por
materia y radiaci￿n, resulta obvio que:
￿M + ￿R + ￿￿ = 1 (83)
En un universo en expansi￿n, las seæales luminosas (y las ondas cuÆnticas de ma-
teria), principal fuente de informaci￿n observacional, experimentan un efecto conocido
como corrimiento hacia el rojo . Considere el movimiento de dos mÆximos consecutivos
de una seæal luminosa, el primero emitido radialmente en (t0;0) y recibido en (t1;r1);
y el segundo emitido en (t0 + ￿t0;0) y recibido en (t1 + ￿t1;r1):
0 = ￿dt
2 + a(t)
2dr
2 (84)
Z r1
0
dr =
Z t1
t0
dt
a(t)
= r1 =
Z t1+￿t1
t0+￿t0
dt
a(t)
As￿:
Z t1
t0
dt
a(t)
=
Z t1+￿t1
t0+￿t0
dt
a(t)
=
Z t1
t0
dt
a(t)
+
Z t1+￿t1
t1
dt
a(t)
￿
Z t0+￿t0
t0
dt
a(t)
Z t1+￿t1
t1
dt
a(t)
=
Z t0+￿t0
t0
dt
a(t)
teniendo en cuenta que a(t) no presenta cambios importantes durante el periodo
t￿pico de una seæal luminosa (￿ 10￿14s):
￿t1
a(t1)
=
￿t0
a(t0)
= r1 (85)
En consecuencia, la longitud de onda aumenta junto con el factor de escala del
universo:
￿0
￿1
=
a(t0)
a(t1)
= 1 + z (86)
a(t1)
a(t0)
’ 1 + H0 (t ￿ t0) ￿
1
2
q0H
2
0 (t ￿ t0)
2
en donde z es el factor de corrimiento, de￿nido como el cambio relativo de la longitud
de onda:
z ￿
￿0 ￿ ￿1
￿1
(87)
28y q0 es el parÆmetro de desaceleraci￿n actual, de￿nido como:
q0 ￿ ￿
￿ a(t0)
a(t0)H2
0
(88)
De esta forma, la medici￿n de las frecuencias de seæales luminosas de espectro cono-
cido, como las emitidas por los Ætomos de las estrellas en las galaxias, permiten inferir
el cambio relativo en el factor de escala del universo.
Se de￿ne a continuaci￿n la distancia de luminosidad dL en tØrminos del ￿ ujo de
luminosidad F y la luminosidad intr￿nseca L:
F =
L0
4￿x2 =
L
4￿ (a(t0)r)
2 (1 + z)2 =
L
4￿d2
L
dL ￿ a(t0)r(1 + z) (89)
en donde se introdujo un factor de correcci￿n (1 + z) en virtud del decrecimiento
que experimenta la frecuencia por efectos de la expansi￿n del universo, y otro debido al
aumento del tiempo de llegada entre dos fotones consecutivos (periodo). Haciendo uso
de (84) y (86), puede expresarse dL en tØrminos del factor de corrimiento:
dL = (1 + z)
Z t
0
a(t0)
a(t)
dt = (1 + z)
Z z
0
dz0
H(z0)
(90)
2.4. CAMPO ESCALAR CU`NTICO EN EL ESPACIO-TIEMPO
CURVO
El principio de acoplamiento m￿nimo, establece que es posible hacer una general-
izaci￿n covariante de las ecuaciones de la teor￿a de relatividad especial, mediante las
sustituciones:
@￿ ! r￿
￿￿￿ ! g￿￿ (x)
Z
d
4x !
Z
d
4x
p
g
y adicionando el menor numero de tØrminos necesarios que involucren al tensor
de Ricci y el escalar de curvatura. De esta forma, la acci￿n del campo escalar con
lagrangiano (13), puede generalizarse como:
S = ￿
1
2
Z
d
4x
p
g
￿
g
￿￿r￿￿r￿￿ + m
2￿
2 + ￿R￿
2￿
(91)
Su extremizaci￿n da origen a la ecuaci￿n de Klein-Gordon generalizada:
29￿S
￿￿
= r￿
@L
@ (r￿￿)
￿
@L
@￿
=
p
g
￿
￿ ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
￿
!
￿
￿ ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
￿ = 0 (92)
en donde ￿ es el operador d￿ Alambertiano covariante, de￿nido como:
￿ ￿ g
￿￿r￿r￿ = g
￿￿ ￿
@￿r￿ ￿ ￿
￿
￿￿r￿
￿
(93)
y ￿ es una constante adimensional que da cuenta de un posible acoplamiento entre
el campo escalar y el campo gravitacional, representado por el escalar de curvatura
R. BÆsicamente, existen dos valores de interØs para ￿: acoplamiento m￿nimo (￿ = 0)
y acoplamiento conforme (￿ = 1=6,). Para este œltimo caso y m = 0, la acci￿n y
la ecuaci￿n de movimiento presentan la interesante propiedad de ser invariantes ante
transformaciones conformes de la mØtrica de [9],[11]:
g￿￿ (x) = ￿(x)g
0
￿￿ (x), ~ ￿ = ￿(x)
1
2 ￿ (94)
￿
￿ ￿
1
6
R
￿
￿ = 0 !
￿
￿
0 ￿
1
6
R
0
￿
~ ￿ = 0
Por otra parte, la presencia del tØrmino de acoplamiento ￿R￿ contrarresta a otros
que aparecen en la renormalizaci￿n de teor￿as de campo auto-interactuantes como ￿￿
4
[11].
Como se pudo observar en la secci￿n 1, el formalismo de cuantizaci￿n can￿nica, im-
plica un tratamiento especial para la coordenada temporal, rompiendo la uni￿n espacio-
tiempo establecida en relatividad general. No obstante, tal formulaci￿n hamiltoniana
puede construirse sin ningœn problema. Considere que la variedad espacio-tiempo 4-
dimensional (M;g￿￿), estÆ cubierta localmente con una carta coordenada x￿, de tal
forma que x0 es de￿nida en direcci￿n de un campo vectorial de Killing Causal ￿, es de-
cir, cuyo vector tangente r￿￿ es como de luz o como de tiempo para cada valor de x0, e
intercepta una œnica h￿persuper￿cie 3-dimensional como de espacio ￿(x0), para todo x0.
Esto signi￿ca que M es globalmente hiperb￿lica, es decir, puede ser foliada en un con-
junto de hipersuper￿cies normales a ￿ en cada punto (factorizaci￿n del espacio-tiempo:
M =R￿￿(x0)). Bajo estas consideraciones, puede de￿nirse el momento can￿nico del
campo como:
￿ (x) ￿
@L
@ (r0￿(x))
=
p
gg
0￿r￿￿(x) (95)
La hiperbolicidad global de M, resulta indispensable para establecer un problema
de Cauchy o de condiciones iniciales bien de￿nido para la ecuaci￿n (92), en donde cada
una de las ￿(x0) es una super￿cie de Cauchy S. Puede demostrarse que la soluci￿n del
problema de valores iniciales de (92) estÆ dada por [11]:
￿(t;x) = ￿
Z
S
d
4y
￿
G(x;y)￿ (0;y) ￿
p
gg
0￿ (y)
@G(x;y)
@y￿ ￿(0;y)
￿
(96)
30en donde G(x;y) estÆ de￿nida por (28). Ahora, no existe ningœn inconveniente para
formular las relaciones de conmutaci￿n a tiempos iguales (97):
h
^ ￿(x;t); ^ ￿ (x
0;t)
i
= i￿
3 (x;x
0) (97)
h
^ ￿(x;t); ^ ￿(x
0;t)
i
= [^ ￿ (x;t); ^ ￿ (x
0;t)] = 0
en donde la funci￿n Delta ￿
4 (x;y) cumple con las mismas propiedades que en el
espacio de Minkowsky. Mas aœn, estas pueden expresarse en forma completamente co-
variante mediante la expresi￿n [9],[11]:
h
^ ￿(x); ^ ￿(y)
i
= iG(x;y) (98)
en donde x0 y y0 no son necesariamente iguales.
A pesar de que el algebra de la teor￿a estÆ bien establecida, resta aœn encontrar una
representaci￿n para la cual las observables f￿sicas renormalizadas tengan un signi￿cado
f￿sico. Resulta œtil de￿nir a continuaci￿n el producto interno de las soluciones de (92):
h’;￿i =
Z
￿
d￿￿j
￿ con j
￿(’;￿) ￿ i
p
gg
￿￿ (’
￿rv￿ ￿ ￿rv’
￿) (99)
en donde d￿￿ es el elemento in￿nitesimal de h￿persuper￿cie con vector normal uni-
tario n￿, tangente a ￿. Este producto es independiente de la h￿persuper￿cie ￿, como se
demostrarÆ a continuaci￿n:
h’;￿i￿1 ￿ h’;￿i￿2 =
I
@V
d￿￿j
￿ =
Z
r￿j
￿dV
i
Z
dV
p
gg
￿￿r￿ ((’
￿rv￿ ￿ ￿rv’
￿)) = i
Z
dV
p
g ((’
￿￿￿ ￿ ￿￿’
￿)) = 0
y satisface las siguientes propiedades:
h’;￿i
￿ = ￿h’
￿;￿
￿i = h￿;’i (100)
h’;’
￿i = 0
Sea ffig un conjunto ortonormal y completo de soluciones de la ecuaci￿n (92).
hfi;fji = ￿
￿
f
￿
i ;f
￿
j
￿
= ￿ij
￿
fi;f
￿
j
￿
= 0
Estas soluciones son a su vez funciones propias del operador ￿, de￿nido para el
conjunto de campos de Killing elegidos, incluyendo ￿. Se de￿nen a continuaci￿n los
operadores de creaci￿n y destrucci￿n del espacio de Fock:
31^ a
y
i ￿ ￿
D
f
￿
i ; ^ ￿
E
, ^ ai ￿
D
fi; ^ ￿
E
(101)
As￿, el operador de campo puede expresarse en esta base de funciones como:
^ ￿ =
X
i
^ aifi + ^ a
y
if
￿
i (102)
N￿tese, sin embargo, que estas funciones o modos no necesariamente corresponden
a estados de part￿culas en el sentido usual, ya que en general, las soluciones de (92) no
pueden clasi￿carse en modos de frecuencia positiva y negativa [11]. De las relaciones
(97) o (98), se obtienen las relaciones de conmutaci￿n para los operadores ^ a y ^ ay:
ai j0ip = 0
h
ai;a
y
j
i
= ￿ij; [ai;aj] = 0;
￿
a
y
i;a
y
j
￿
= 0
Esta estructura algebraica de￿ne una representaci￿n de Fock como en (21). Sin
embargo, a diferencia del caso de Minkowsky, en una variedad curva no existe un œnico
campo de Killing causal que de￿na la coordenada temporal. Por lo tanto, para cada
uno de estos campo, puede de￿nirse un generador de translaci￿n y un conjunto de
funciones ortonormales que satisfacen (92). Sea fFjg un conjunto ortonormal y completo
de soluciones de la ecuaci￿n (92), de￿nidas para otro campo causal de Killing ￿0, y n
^ bj;^ b
y
j
o
sus correspondientes operadores de creaci￿n y destrucci￿n. Por lo tanto, el
operador de campo puede expresarse en tØrminos de las dos bases como:
^ ￿ =
X
i
^ aifi + ^ a
y
if
￿
i =
X
j
^ bjFj +^ b
y
jF
￿
j (103)
A pesar de que estos dos conjuntos soluci￿n y sus operadores de creaci￿n y destruc-
ci￿n asociados estÆn de￿nidos en diferentes direcciones temporales, la expresi￿n (103)
sugiere que estÆn relacionados linealmente mediante una transformaci￿n de Bogoliubov:
fj =
X
k
￿
￿jkFk + ￿jkF
￿
k
￿
Fk =
X
j
￿
￿
￿
jkfj ￿ ￿jkf
￿
j
￿
^ aj =
X
k
￿
￿kj^ bk + ￿kj^ b
y
k
￿
^ a
y
j =
X
k
￿
￿kj^ bk + ￿
￿
kj^ b
y
k
￿
^ bk =
X
j
￿
￿
￿
kj^ aj ￿ ￿
￿
kj^ a
y
j
￿
^ b
y
k =
X
j
￿
￿kj^ a
y
j ￿ ￿kj^ aj
￿
32Los coe￿cientes de Bogoliubov ￿kj y ￿jk deben satisfacer las siguientes relaciones
para preservar el producto interior (99):
X
j
￿
￿
￿
jk￿jj0 ￿ ￿jk￿
￿
jj0
￿
= ￿kj0
X
j
￿
￿
￿
jk￿jj0 ￿ ￿jk￿
￿
jj0
￿
= 0
El valor esperado del operador nœmero asociado a ￿0, con respecto al estado de vac￿o
de ￿ es:
hNki =
D
0
￿ ￿ ￿b
y
kbk
￿ ￿ ￿0
E
a
=
X
j
￿ ￿￿kj
￿ ￿2 6= 0
As￿, basta con un coe￿ciente ￿jk no nulo para que el estado de vac￿o de￿nido para
￿, pierda su signi￿cado f￿sico en la base coordenada de￿nida por ￿0. A diferencia del
caso del espacio de Minkowsky, el estado de vac￿o no es invariante ante transforma-
ciones de coordenadas, ya que en un espacio tiempo dinÆmico, Østas no obedecen algœn
grupo de simetr￿as de￿nido como el de PoincarØ. Por lo tanto, la representaci￿n nœmero
de part￿culas o espacio de Fock resulta dependiente del observador, haciendo del con-
cepto de part￿cula algo ambiguo y poco œtil. Una posible soluci￿n al problema de las
representaciones, consiste en describir los estados cuÆnticos del sistema mediante otras
observables como
￿
￿
2￿
o hT￿￿i renormalizado [9],[11],[12],[18].
En un contexto cosmol￿gico, es posible hablar de creaci￿n de part￿culas como efecto
de la expansi￿n del universo, en el caso exclusivo de acoplamiento conforme, para el
cual la ecuaci￿n (92) admite un conjunto ortonormal y completo de modos arm￿nicos de
frecuencia positiva, similar al caso del espacio de Minkowsky. El fen￿meno de creaci￿n de
part￿culas por campos gravitacionales tambiØn explica el efecto Hawking, o evaporaci￿n
de un agujero negro cerca al horizonte de eventos, por emisi￿n de un espectro tØrmico
de part￿culas creadas.
333. MODELO DE ENERG˝A OSCURA .
3.1. RENORMALIZACION DE hT￿￿i Y GRAVITACI￿N SEMI-
CL`SICA
Hasta ahora, se ha analizado el efecto de un espacio tiempo curvo sobre un campo
cuÆntico en forma de una ligadura. La pregunta natural que surge es, como afecta el
campo cuÆntico a la geometr￿a del escenario espacio-tiempo? ClÆsicamente, las ecua-
ciones de campo de Einstein (61) proporcionan el medio anal￿tico para relacionar la
geometr￿a del espacio-tiempo con la distribuci￿n de materia presente, y aœn en este es-
cenario, el problema de Back Reaction, es decir, el problema de autocampo, solo puede
ser tratado mediante tØcnicas computacionales. Sin embargo, en el caso cuÆntico se
presenta un problema adicional de carÆcter te￿rico: la materia acoplada es de natu-
raleza cuÆntica, es decir, ^ T￿￿ es un operador cuÆntico (probabil￿stico), mientras que
G￿￿ es un tensor clÆsico (determinista). En ausencia de una teor￿a estÆndar sobre grav-
itaci￿n cuÆntica, el œnico acercamiento medianamente riguroso al problema, implica la
aproximaci￿n semiclÆsica, de￿nida por la ecuaci￿n:
G￿￿ = 8￿GhT￿￿iren (104)
en donde hT￿￿iren es el valor esperado del tensor momento energ￿a renormalizado
asociado al campo cuÆntico. Las soluciones de esta ecuaci￿n semiclÆsica de Einstein
tienen validez f￿sica, siempre y cuando el radio de curvatura local de la variedad espacio
tiempo sea mucho mayor que las dimensiones de Planck (lp = 1;616 ￿ 10￿35m, tp =
5;39￿10￿44s), y las ￿ uctuaciones cuÆnticas de hT￿￿i despreciables, es decir, si se cumple
independencia estad￿stica para el producto:
hT￿￿T￿￿i ’ hT￿￿ihT￿￿i
A partir de la de￿nici￿n general para el tensor momento energ￿a (67), de la acci￿n
(91) y de las relaciones (64), se encuentra la expresi￿n generalizada de (18) correspon-
diente a la ecuaci￿n de campo (92) [16],[17],[18]:
T￿￿ = (1 ￿ 2￿)r￿￿r￿￿ +
￿
2￿ ￿
1
2
￿
g￿￿r
￿￿r￿￿ (105)
￿2￿￿r￿r￿￿ + 2￿g￿￿￿￿￿ + ￿G￿￿￿
2 ￿
1
2
g￿￿m
2￿
2
como es de esperarse, este tensor satisface (50).
Desafortunadamente, el mØtodo de ordenamiento normal ya no tiene ninguna validez,
por lo cual resulta imprescindible de￿nir nuevos mØtodos de renormalizaci￿n, que garan-
ticen que el hT￿￿iren obtenido satisface los axiomas de Wald [10],[14],[15],[11]:
34Conservaci￿n: Esta propiedad es requerida por la ecuaci￿n de Einstein:
r
￿ hT￿￿ (x)iren = 0 (106)
Causalidad: Para un estado inicial ￿jo, hT￿￿ (x)iren es independiente de varia-
ciones de g￿￿ (y) fuera del cono de luz pasado de x, Para un estado ￿nal ￿jo,
hT￿￿ (x)iren es independiente de variaciones de g￿￿ (y) fuera del cono de luz futuro
de x.
Consistencia:
D
A
￿
￿ ￿^ T￿￿
￿
￿ ￿A
E
￿
D
B
￿
￿ ￿^ T￿￿
￿
￿ ￿B
E
con hA j Ai = 1 = hB j Bi, puede
expresarse en tØrminos de
D
C
￿ ￿
￿^ T￿￿
￿ ￿
￿D
E
con hC j Di = 0.
Teorema de unicidad de Wald: Dados dos tensores hT￿￿iren que satisfacen los
axiomas anteriores, su diferencia debe ser mœltiplo de la unidad, tener divergencia
nula y ser funci￿n œnicamente de R￿￿￿￿ y sus derivadas covariantes.
Aunque ya no tiene sentido hablar de un estado de vac￿o, puede calcularse el valor
esperado hT￿￿i para el estado cuÆntico, correspondiente al propagador de Hadamard
G￿, como lo sugiere la expresi￿n (35):
hT￿￿i = l￿ ￿m
x!x0
^ T￿￿ (x;x
0)G
￿ (x;x
0) (107)
en donde el operador diferencial ^ T￿￿, sugerido por (105) es:
^ T￿￿ (x;x
0) ￿ (1 ￿ 2￿)g
￿0
￿ r￿r￿0 +
￿
2￿ ￿
1
2
￿
g￿￿g
￿￿0
r￿r￿0 (108)
￿2￿g
￿0
￿ g
￿0
￿ r￿0r￿0 + 2￿g￿￿r￿r
￿ + ￿G￿￿ ￿
1
2
g￿￿m
2
Esta tØcnica se conoce como partici￿n de puntos, y es muy efectiva en la renormal-
izaci￿n de los valores esperados en el espacio tiempo curvo. El propagador de Hadamard
no necesita del formalismo de cuantizaci￿n can￿nica para ser de￿nido como en (26),
simplemente corresponde a una soluci￿n de dos puntos para (92), con los contornos
de integraci￿n indicados en la ￿gura 1. En la mayor￿a de los casos, el cÆlculo de G￿
para la elecci￿n de algœn estado de vac￿o, presenta el t￿pico comportamiento a pequeæas
distancias que en relatividad especial (34):
G
￿ (x;x
0) ￿ =
1
8￿2
￿
U (x;x0)
￿ (x;x0)
+ V (x;x
0)ln￿ (x;x
0) + W (x;x
0)
￿
(109)
en donde U (x;x0); V (x;x0) y W (x;x0) son funciones biescalares simØtricas ante el
intercambio de x por x0, y regulares en el l￿mite cuando x ! x0; y ￿ (x;x0) se generaliza
35de la expresi￿n (33), como un medio del cuadrado de la distancia geodØsica entre los
puntos x y x0:
￿ (x;x
0) ￿
1
2
s
2 = l￿ ￿m
x!x0 ￿
1
2
g
￿￿0
r￿0￿r￿￿ = l￿ ￿m
x!x0
1
2
g
￿￿0
￿￿0￿￿ (110)
con ￿￿ y ￿￿0 son los vectores tangentes de￿nidos por el siguiente grÆ￿co:
Figura 2. De￿nici￿n de los vectores ￿.
Los estados de Hadamard, de￿nidos por la forma singular (109), tienen la impor-
tante propiedad de permitir la remoci￿n de todas las divergencias del tensor momento
energ￿a en el proceso de renormalizaci￿n [12],[16],[17],[18],[19],[20], [21], como se podrÆ
observar en los siguientes desarrollos. AdemÆs Fulling, Wald y Sweeny demostraron
que esta forma se mantiene en el tiempo [12], garantizando as￿ un tensor momento en-
erg￿a renormalizado libre de inestabilidades temporales. Al igual que en el espacio de
Minkowsky, en donde estos estados corresponden con el estado de vac￿o, no presentan
divergencias infrarrojas o comportamientos an￿malos, raz￿n por la cual se considera a
la forma l￿mite (109) una condici￿n necesaria para garantizar el signi￿cado f￿sico de la
teor￿a [12]. No obstante, aunque la forma es bastante comœn (109), no es una propiedad
universal de los estados cuÆnticos en el espacio tiempo curvo [11],[12].
Gracias a las condiciones de regularidad impuestas sobre U (x;x0), V (x;x0) y W (x;x0),
estas pueden expandirse en series de potencias de ￿:
U (x;x
0) =
1 X
n=0
Vn (x;x
0)￿
n (x;x
0) (111)
V (x;x
0) =
1 X
n=0
Vn (x;x
0)￿
n (x;x
0) (112)
W (x;x
0) =
1 X
n=0
Vn (x;x
0)￿
n (x;x
0) (113)
Ya que el propagador de Hadamard debe ser una soluci￿n de la ecuaci￿n de Klein
Gordon (92):
36￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
G
￿ (x;x
0) = 0 (114)
se encuentra que el primer tØrmino de (109) debe satisfacer la siguiente ecuaci￿n:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿￿
U
￿
￿
=
1
￿
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
U +
1
￿2 [U (4 ￿ ￿x￿) ￿ 2g
￿￿ (r￿￿)(r￿U)]
(115)
por otra parte, el determinante de Van Vleck-Morette ￿, de￿nido por las expre-
siones:
￿(x;x
0) ￿ ￿[￿g (x)]
￿1=2 det(￿￿;￿￿0 (x;x
0))[￿g (x
0)]
￿1=2
l￿ ￿m
x0!x
￿(x;x
0) = 1
satisface la siguiente ecuaci￿n diferencial:
￿x￿ = 4 ￿ 2g
￿￿￿
￿1=2￿
1=2
;￿ ￿;￿
luego, si se elige:
U ￿ ￿
1=2
la ecuaci￿n (115) se reduce a:
￿x
￿
U
￿
￿
=
1
￿
￿xU (116)
La inserci￿n del segundo tØrmino de (109) en (114), da lugar a la ecuaci￿n:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
V ln￿ =
1
￿
[2g
￿￿V;￿￿;￿ ￿ (2 ￿ ￿x￿)V ] (117)
en donde se ha impuesto la siguiente restricci￿n:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
V = 0
que implica la siguiente relaci￿n de recurrencia para V :
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
Vn + (n + 1)[2g
￿￿￿;￿Vn+1;￿ + Vn+1￿x￿] + 2n(n + 1)Vn+1 = 0 (118)
Sumando las contribuciones de las expresiones (116) y (117) se encuentra una nueva
expresi￿n para (114):
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿￿
U
￿
+ V ln￿ + W
￿
=
1
￿
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
U +
1
￿
[2g
￿￿V;￿￿;￿ ￿ (2 ￿ ￿x￿)V ] +
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
W = 0
37o tambiØn:
￿
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
W = ￿
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
U ￿ [2g
￿￿V;￿￿;￿ ￿ (2 ￿ ￿x￿)V ] (119)
Insertando las expansiones (112) y (113) en esta expresi￿n, se encuentran las sigu-
ientes relaciones:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
U = ￿[2g
￿￿V0;￿￿;￿ ￿ (2 ￿ ￿x￿)V0] (120)
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
Wn + (n + 1)[2g
￿￿￿;￿Wn+1;￿ + Wn+1￿x￿] + 2
￿
n
2 + n
￿
Wn+1
= ￿2g
￿￿￿;￿Vn+1;￿ ￿ 4(n + 1)Vn+1 + (2 ￿ ￿x￿)Vn+1 (121)
La integraci￿n de las relaciones de recurrencia (118) junto a la ligadura (120), atravØs
de la œnica geodØsica que une a x y x0, determinan un￿vocamente los coe￿cientes de
Hadamard Vn. Por lo tanto, estos son elementos puramente geomØtricos, y solo depen-
den de la curva geodØsica que une x con x0. En contraste, la ecuaci￿n de recurrencia
(121) no de￿ne un￿vocamente a los Wn, ya que no existe ninguna restricci￿n sobre el
primer coe￿ciente de la serie W0. Esto signi￿ca que W no depende completamente de la
geometr￿a, sino que codi￿ca toda informaci￿n sobre el estado cuÆntico (no hay ningu-
na ganancia al proponer la expansi￿n (111) para W). Los detalles de estos cÆlculos se
encuentran en el apØndice C.
En resumen, el propagador de Hadamard consta de dos partes: una singular de
carÆcter geomØtrico:
G
￿
sing (x;x
0) ￿
1
8￿2
￿
U (x;x0)
￿ (x;x0)
+ V (x;x
0)ln￿ (x;x
0)
￿
(122)
y una regular que depende del estado cuÆntico:
G
￿
reg (x;x
0) ￿
1
8￿2W (x;x
0) (123)
Haciendo uso de la expresi￿n (159) del ApØndice B, puede hacerse la siguiente
aproximaci￿n:
￿x￿ = ￿
;￿
;￿ ’ g
￿
￿ = ￿
￿
￿ = 4
Por lo tanto, la ligadura (120), (118) para n = 0 y (119) toman la forma:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
￿
1=2 = ￿2￿
;￿V0;￿ ￿ 2V0 (124)
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
V0 = ￿2￿
;￿V1;￿ ￿ 4V1 (125)
38￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
W = ￿2￿
;￿V1;￿ ￿ 6V1 (126)
Estas ecuaciones determinan los dos primeros tØrminos de la serie (112) y de￿nen
una ecuaci￿n diferencial para W. Resulta ahora conveniente expresar los coe￿cientes
de Hadamard W y Vn en series covariantes de Taylor, de￿nidas en torno a uno de los
puntos (vØase apØndice B):
Vn = vn(x)+
X (￿1)p
p!
vna1￿￿￿ap￿
;a1￿￿￿ap ’ v(n) ￿v(n)a￿
;a +
1
2
v(n)ab￿
;a￿
;b ￿
1
6
v(n)abc￿
;a￿
;b￿
;c
(127)
W = w(x)+
X (￿1)p
p!
wa1￿￿￿ap￿
;a1￿￿￿ap ’ w ￿wa￿
;a +
1
2
wab￿
;a￿
;b ￿
1
6
wabc￿
;a￿
;b￿
;c (128)
Dado que G￿ se considera simØtrica con respecto al intercambio de x y x0, deben
cumplirse las siguientes ecuaciones diferenciales [16],[20]:
wa =
1
2
w;a
wabc =
￿
3
2
￿
wab;c ￿
￿
1
4
￿
w;abc
va =
1
2
v;a
vabc =
￿
3
2
￿
vab;c ￿
￿
1
4
￿
v;abc
Insertando estas series en (126) y teniendo en cuenta las relaciones (159, (163)) y
(160) (vØanse apØndices B y C) se obtienen las relaciones:
w
￿
￿ =
￿
m
2 + ￿R
￿
w ￿ 6v1 (129)
w
￿
a;￿ =
1
4
(￿w);a +
1
2
w
￿
￿;a +
1
2
R
￿
aw;￿ ￿
1
2
￿
m
2 + ￿R
￿
w;a + 2v1;a (130)
derivando (129) y reemplazando en (130), se establece una nueva relaci￿n:
w
￿
a;￿ =
1
4
(￿w);a +
1
2
￿R;aw +
1
2
R
￿
aw;￿ ￿ v1;a (131)
Estas ligaduras llevan codi￿cada la informaci￿n de la ecuaci￿n (114). Aunque Østas
relaciones no imponen ninguna restricci￿n sobre el primer tØrmino de la serie w(x), re-
sultan muy œtiles en el cÆlculo del tensor momento energ￿a renormalizado. Haciendo uso
39de la expresi￿n (107), y teniendo en cuenta la separaci￿n del propagador de Hadamard
en (122) y (123), se de￿ne a continuaci￿n el tensor momento energ￿a renormalizado
como:
hT￿￿iren ￿ l￿ ￿m
x!x0
^ T￿￿ (x;x
0)G
￿
reg (x;x
0)+ ~ ￿￿￿ =
1
8￿2 l￿ ￿m
x!x0
^ T￿￿ (x;x
0)W (x;x
0)+ ~ ￿￿￿ (132)
en donde se ha aæadido un tensor ￿nito independiente del estado cuÆntico ~ ￿￿￿, para
garantizar el cumplimiento de la ecuaci￿n de continuidad (106). Este tensor solo puede
depender del parÆmetro de acoplamiento ￿, de m2 y de la geometr￿a local. Por lo tanto,
la verdadera fuente de energ￿a en la ecuaci￿n semiclÆsica de Einstein (104), es el valor
esperado del tensor momento energ￿a con respecto al propagador de Hadamard renor-
malizado W. Aplicando el operador diferencial (108) a la expansi￿n (128), y haciendo
uso de las expresiones (159, (163) del apØndice B, se encuentra la expresi￿n:
^ T￿￿W = ￿w￿￿ +
1
2
g￿￿w
￿
￿ +
1
2
(1 ￿ 2￿)w;￿￿ +
1
2
￿
2￿ ￿
1
2
￿
g￿￿￿w + ￿G￿￿w ￿
1
2
g￿￿m
2w
(133)
La exigencia impuesta por la ecuaci￿n de continuidad (106), implica la siguiente
condici￿n para el tensor ~ ￿￿￿:
hT￿￿i
;￿
ren =
￿
￿
1
4￿2g￿￿v1 + ~ ￿￿￿
￿;￿
= 0
en donde se ha hecho uso de las expresiones (130) y (131). Conviene entonces de￿nir
un nuevo tensor conservado:
￿￿￿ ￿ ~ ￿￿￿ ￿
1
4￿2g￿￿v1
de modo que (132) tome la forma:
hT￿￿iren =
1
8￿2
￿
l￿ ￿m
x0!x
^ T￿￿W + 2g￿￿v1
￿
+ ￿￿￿
Ahora, haciendo uso de (129) y (131) en (133) se encuentra la expresi￿n ￿nal para
el tensor momento energ￿a renormalizado (vØase apØndice D):
hT￿￿iren =
1
8￿2
￿
￿w￿￿ +
￿
1
2
￿ ￿
￿
w;￿￿ +
￿
￿ ￿
1
4
￿
g￿￿￿w + ￿R￿￿w ￿ g￿￿v1
￿
+￿￿￿ (134)
A pesar de todos estos esfuerzos, este tensor estÆ lejos de cumplir el axioma de
unicidad. Esto se debe a que tanto w como ￿￿￿ son dos parÆmetros libres que no pueden
ser restringidos por la ecuaci￿n de movimiento (114) ni por el axioma de continuidad
40(106). Se presume que solo una teor￿a completa sobre gravedad cuÆntica puede resolver
este problema de ambig￿edad [18].
Una componente del tensor ￿￿￿ proviene del primer tØrmino de (122): dado que
￿ tiene dimensiones de longitud al cuadrado, esta debe ir acompaæada de una con-
stante con dimensiones inversas para garantizar que el argumento del logaritmo sea
adimensional, es decir, (122) presenta un tØrmino adicional proporcional a V :
V (x;x
0)ln
￿
￿ (x;x0)
M2
￿
= V (x;x
0)ln￿ (x;x
0) ￿ V (x;x
0)lnM
2
en donde M es el parÆmetro de escala de energ￿a y depende de cada problema
en particular. Por lo tanto, este nuevo tØrmino implica la aparici￿n de un tØrmino
correspondiente ￿M2
￿￿ en el tensor momento energ￿a renormalizado (132):
￿
M2
￿￿ = ￿
1
8￿2
￿
l￿ ￿m
x0!x
T￿￿V lnM
2
￿
que en tØrminos de la expansi￿n covariante (127), toma un valor equivalente al
expresi￿n (134):
￿
M2
￿￿ = ￿
1
8￿2 lnM
2
￿
￿v0￿￿ +
1
2
(1 ￿ 2￿)v0;￿￿ +
1
2
￿
2￿ ￿
1
2
￿
g￿￿￿v0 + ￿R￿￿v0 ￿ g￿￿v1
￿
A diferencia de (134), este tensor estÆ completamente de￿nido por las relaciones de
recurrencia (124) y (125) y es de naturaleza puramente geomØtrica. Ya que solo existe
interØs en el l￿mite cuando x tiende a x0, puede hacerse la siguiente aproximaci￿n:
V0 ’ v0 ￿
1
2
v0;a￿
;a +
1
2
v0ab￿
;a￿
;b
V1 ’ v1
considerando las relaciones (159, (163) y (166) del apØndice B, se encuentran en
forma aproximada los coe￿cientes de estas series (vØase apØndice E):
v0 ’
1
2
￿￿
￿ ￿
1
6
￿
R + m
2
￿
v0ba ’
1
12
￿
￿ ￿
1
6
￿
R;ab ￿
1
36
￿
￿ ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
Rab
v1 ’
1
8
m
4 +
1
4
￿
￿ ￿
1
6
￿
m
2R +
1
8
￿
￿ ￿
1
6
￿2
R
2 (135)
No obstante, resulta interesante examinar la forma general de ￿￿￿. En cuatro di-
mensiones, existen 5 lagrangianos de dimensi￿n (longitud)￿4 que se mantienen ￿nitos en
41el l￿mite de masa cero [18]. Su diferenciaci￿n funcional con respecto al tensor mØtrico,
da origen a 5 tensores geomØtricos conservados:
￿
(1)
￿￿ =
1
p
g
￿
￿g￿￿
Z
d
4x
p
gm
4 = m
4g￿￿ (136)
￿
(2)
￿￿ =
1
p
g
￿
￿g￿￿
Z
d
4xm
2p
gR = m
2G￿￿
￿
(3)
￿￿ =
1
p
g
￿
￿g￿￿
Z
d
4x
p
gR
2 = 2R;￿￿ ￿ 2RR￿￿ + g￿￿
￿
￿2￿R + (1=2)R
2￿
￿
(4)
￿￿ =
1
p
g
￿
￿g￿￿
Z
d
4x
p
gR￿￿R
￿￿ = R;￿￿ ￿ ￿R￿￿ ￿ 2R
￿￿R￿￿￿￿
+g￿￿ [￿(1=2)￿R + (1=2)R￿￿R
￿￿]
￿
(5)
￿￿ =
1
p
g
￿
￿g￿￿
Z
d
4x
p
gR￿￿￿￿R
￿￿￿￿ = 2R;￿￿ ￿ 4￿R￿￿ + 4R
￿
￿R￿￿ ￿ 4R
￿￿R￿￿￿￿
￿2R
￿￿￿
￿R￿￿￿￿ + g￿￿
￿
(1=2)R￿￿￿￿R
￿￿￿￿￿
de Østos, solo 4 son linealmente independientes, debido a que los tres œltimos satis-
facen la restricci￿n [18]:
￿
(3)
￿￿ ￿ 4￿
(4)
￿￿ + ￿
(5)
￿￿ = 0
Por lo tanto, la forma general de ￿￿￿, incluyendo a ￿M2
￿￿ , es una combinaci￿n lineal
de la forma:
￿￿￿ = Am
4g￿￿ + Bm
2G￿￿ + C￿
(3)
￿￿ + D￿
(4)
￿￿
La aparici￿n de un tensor como Østos en (134), pone en riesgo la validez de la
ecuaci￿n de campo de Einstein, ya que esto implicar￿a que el miembro izquierdo de la
ecuaci￿n (104), que se considera la œnica contribuci￿n geomØtrica de la ecuaci￿n, fuese
un tensor distinto de G￿￿. No obstante, este problema puede resolverse al generalizar
la acci￿n del campo gravitacional (62) como:
SG =
1
16￿G
Z
d
4x
p
gR ￿
1
2
Z
d
4x
p
g
￿
Am
4 + BRm
2 + CR
2 + DR￿￿R
￿￿￿
de esta forma, ￿￿￿ se cancela en el miembro derecho de (104), gracias a los con-
tratØrminos (136) que inducen los nuevos lagrangianos. Sin embargo, tal generalizaci￿n
entrar￿a en el terreno de una teor￿a cuÆntica de la Gravedad, ya que de hecho, constituye
una modi￿caci￿n fundamental a la teor￿a general en el rØgimen cuÆntico.
3.2. LA ACELERACI￿N C￿SMICA Y EL PROBLEMA DEL
OR˝GEN DE ￿.
Hace mÆs de una dØcada, los grupos Super Nova Cosmology Project [2],[3] y High
Z Supernova Team, mediante mediciones sobre las Super Novas tipo Ia (SNeIa), des-
cubrieron fuertes evidencias de que el universo actualmente estÆ sufriendo un periodo
42de expansi￿n acelerada. Las SNeIa son explosiones producidas cuando una enana blanca
supera el l￿mite de Chandrasekar por acreci￿n de masa de una estrella compaæera. Estos
fen￿menos tienen dos grandes ventajas: prÆcticamente presentan el mismo espectro de
luminosidad, ya que la masa de Chandrasekhar es una cantidad estÆndar, y ademÆs
tienen tal intensidad, que pueden opacar la luz de la galaxia a la que pertenecen, per-
mitiendo hacer mediciones sobre galaxias extremadamente lejanas (z grandes). Es por
esta raz￿n que a las SNeIa se les considera candelas estÆndar, ideales para establecer
indicadores de distancia.
Por lo tanto, todas las SNeIa tienen aproximadamente la misma magnitud absoluta
M, y cualquier diferencia en su magnitud relativa m corresponde a una diferencia de
distancia de luminosidad dL:
m = M + K + 5ln(dL=10pc) (137)
(K corresponde a una constante de proporcional que ajusta el espectro). Por otra
parte, la distancia de luminosidad estÆ dada te￿ricamente por (90):
dL = (1 + z)
Z z
0
dz0
H(z0)
(138)
por lo tanto, midiendo independientemente dL, es posible restringir H(z) o la Historia
de expansi￿n del Universo. Este trabajo ya fue realizado por Super Nova Cosmology
Project y High Z Supernova Team, encontrando que el mejor ajuste de los resultados
observacionales, se consigue asumiendo un universo de Friedmann Robertson Walker
espacialmente plano, conteniendo un 25% de materia tipo polvo y un 75%
correspondiente al tØrmino de constante cosmol￿gica [1],[2], [3], [4],[5],[6] (￿gura 3):
43Figura 3. Magnitud efectiva vs factor de corrimiento para SNeIa.
este modelo, es llamado Lambda-CMD (￿CMD) y es conocido hoy en d￿a como
el modelo estÆndar de la Cosmolog￿a, ya que hasta el momento, ha sido soportado y
re￿nado por numerosas tØcnicas observacionales independientes, como el estudio de la
radiaci￿n del fondo c￿smico de microondas (CMB), de la oscilaci￿n acœstica bari￿nica
(BAO) y del lensamiento gravitacional dØbil (LW). En la ￿gura 4. se muestra la conjun-
ci￿n de los valores de las densidades relativas de materia ￿M y constante cosmol￿gica
￿￿, de￿nida por distintos tipos de tØcnicas [1],[2], [3],[5],[6] :
44Figura 4. Conjunci￿n de datos observacionales y restricci￿n de ￿M y ￿￿.
ParÆmetro Valor Descripci￿n
t0 13;72 ￿ 0;12 ￿ 109 aæos Edad del Universo
H0 70;5 ￿ 1;3 km s￿1 Mpc￿1 Constante de Hubble
￿b 0;0456 ￿ 0;0015 Densidad de materia bari￿nica
￿M 0;228 ￿ 0;013 Densidad de materia oscura
￿￿ 0;726 ￿ 0;015 Densidad de energ￿a de ￿
Tabla 1. ParÆmetros del Modelo estÆndar ￿CMD.
45Naturalmente, el modelo ￿CMD implica que el universo se estÆ expandiendo actual-
mente de forma acelerada, como puede veri￿carse a partir de las ecuaciones (77), (79)
y (80):
￿ a(t0)
a(t0)
= ￿
4￿G
3
X
i
(￿i + 3pi) = ￿
4￿G
3
￿c (￿2￿￿ + ￿M) ’ 0;606H
2
0
Por lo tanto, existe un tipo de ￿ uido o energ￿a oscura caracterizado por tener un
parÆmetro de estado negativo, y un tensor momento energ￿a de la forma (80):
(T￿￿)￿ = ￿
￿
8￿G
g￿￿, !￿ = ￿1
Sin embargo, resta aœn aclarar el origen f￿sico de la constante cosmol￿gica. En la
teor￿a de relatividad general, esta simplemente es una constante universal con unidades
de longitud￿2, presente en la extensi￿n l￿cita de la ecuaci￿n de campo de Einstein (68).
En contraste, aqu￿ se ha interpretado como la contribuci￿n de alguna clase de ￿ uido lla-
mado energ￿a oscura, lo cual resulta f￿sicamente mÆs interesante. Desafortunadamente,
hasta el momento no existen evidencias que apoyen alguna de las dos interpretaciones.
En este trabajo se harÆ especial Ønfasis en la segunda interpretaci￿n, por ser susceptible
de justi￿caci￿n en primeros principios.
Desde el punto de vista cuÆntico, la aparici￿n del tØrmino de constante cosmol￿gica,
podr￿a emerger de las ￿ uctuaciones de la energ￿a del vac￿o. Como se demostr￿ en la
primera secci￿n, un primer cÆlculo del valor esperado de la energ￿a de vac￿o arroja
un resultado divergente (23), ya que cada uno de los in￿nitos modos cuÆnticos de la
expansi￿n, aporta una energ￿a base ~!
2 . Por otra parte, la tØcnica de ordenamiento
normal induce un valor nulo, lo cual no es muy œtil. Estas di￿cultades se deben a que
en el espacio tiempo de Minkowsky, la teor￿a cuÆntica de campos se asume vÆlida para
longitudes de onda arbitrariamente pequeæas. Se espera que esta teor￿a y la teor￿a de
relatividad general, solo sean vÆlidas para energ￿as inferiores a la escala de Planck, por
encima de la cual dominar￿a gravitaci￿n cuÆntica. Introducido este tipo de frecuencia
de corte, la teor￿a cuÆntica de campos arroja un resultado que estÆ aœn muy lejos de lo
esperado [6]:
￿vac ￿ 10
120￿￿
este hecho que se conoce como el problema de la constante cosmol￿gica. No obstante,
existen otras estructuras te￿ricas que se han pronunciado al respecto y han fracasado.
Supersimetr￿a (SUSY) es una teor￿a mas allÆ del modelo estÆndar de la f￿sica de part￿cu-
las, que propone una simetr￿a espacio-temporal que asocia a cada fermi￿n (bos￿n) un
bos￿n (fermi￿n) de igual masa y carga. Su motivaci￿n mÆs importante, es que propone
una soluci￿n para el problema de la escala de ruptura de la simetr￿a electrodØbil. Si bien
es cierto que el universo no es actualmente supersimØtrico, se espera que esta simetr￿a
se haya roto a cierta escala de energ￿a. Desafortunadamente, la energ￿a de vac￿o aso-
ciada resulta ser 60 ordenes de magnitud mayor que ￿￿ [6]. Por otra parte, la teor￿a
de Cuerdas, que considera las part￿culas materiales como modos vibracionales de una
46entidad multidimensional llamada cuerda, presenta tantas posibilidades de compacti-
￿caci￿n dimensional, que existen mÆs de 10100 posibles estados de vac￿o [6], haciendo
prÆcticamente imposible alguna estimaci￿n sobre el valor de ￿. Es por esta raz￿n que
los cosm￿logos han decidido acudir a modelos fenomenol￿gicos para atacar el problema.
3.3. MODELOS DE QUINTAESENCIA
Si bien el modelo ￿CMD pone en evidencia algunas caracter￿sticas de la hipotØtica
energ￿a oscura, este no implica que esta fuente de energ￿a deba ser constante durante
toda la historia del universo. El valor actual de la constante cosmol￿gica podr￿a corre-
sponder a la densidad de energ￿a de algœn tipo de ￿ uido, que evoluciona en el tiempo.
La forma de energ￿a relativista mas simple, y de presunto origen cuÆntico, es la descrita
por el campo escalar neutro. Este ya ha sido implementado satisfactoriamente en mod-
elos sobre in￿ aci￿n, bariogØnesis, formaci￿n de defectos topol￿gicos y materia oscura,
raz￿n por lo cual no resulta extraæo que se implemente en este contexto [1],[7],[6] . A
este tipo de modelos se les denomina modelos de Quintaesencia y pueden dividirse en
varias categor￿as como se resumirÆ a continuaci￿n.
El modelo bÆsico de quintaesencia propone una densidad lagrangiana para el campo
escalar de la forma:
L =
1
2
￿
￿￿@￿￿@￿￿ + V (￿) (139)
en donde V (￿) es un funcional potencial (autointeracci￿n). El correspondiente tensor
momento energ￿a es:
T￿￿ = @￿￿@￿￿ ￿
1
2
￿￿￿ (g
￿￿@￿￿@￿￿ + 2V (￿))
De acuerdo al postulado de Weyl, el campo escalar debe distribuirse homogØnea-
mente en el espacio (@i￿ = 0), reduciendo as￿ el tensor a la forma de un ￿ uido perfecto
(74):
￿ =
1
2
_ ￿
2
+ V (￿)
p =
1
2
_ ￿
2
￿ V (￿)
por lo tanto, dada una forma adecuada para V (￿), el parÆmetro de estado instantÆ-
neo, de￿nido como:
!￿ =
p
￿
=
1
2
_ ￿
2
￿ V (￿)
1
2
_ ￿
2
+ V (￿)
puede eventualmente tomar valores negativos. Otros modelos son mÆs osados y propo-
nen cambios en el tØrmino cinØtico del lagrangiano (139). Los modelos Fantasmas [6]
proponen un tØrmino cinØtico negativo:
!￿ = ￿
1
2 _ ￿2 + 1
2 (r￿)
2 + V (￿)
￿1
2 _ ￿2 ￿ 1
2 (r￿)
2 + V (￿)
(140)
47mientras que los modelos de K-esencia [6] proponen un tØrmino cinØtico mucho mÆs
complejo:
!￿ =
K(X) ￿ V (￿)
2XK;X(X) ￿ K (X) + V (￿)
, con X ￿ ￿
1
2
_ ￿
2
No obstante, estos modelos no tienen mÆs sustento que su posible ajuste con las
evidencias observacionales, y en algunos como los dos œltimos, se proponen tipos de
materia que son cinemÆticamente muy distintos de los conocidos en la teor￿a cuÆntica de
campos, lo cual es te￿ricamente riesgoso. Por otra parte, deben afrontar la dif￿cil tarea de
encontrar un potencial adecuado V (￿), que por lo general depende de varios parÆmetros
que deben ser ￿ajustados ￿namente￿ . Sin embargo, su defecto mÆs importante, radica
en que no incluyen los efectos generados por el campo gravitacional sobre el campo de
quintaesencia, lo cual implica a priori una dinÆmica incompleta.
3.4. MODELO BASADO EN GRAVITACI￿N SEMICL`SI-
CA.
Asumamos que la energ￿a oscura corresponde al tipo de materia descrito por un
campo escalar cuÆntico, gobernado por la ecuaci￿n de Klein-Gordon generalizada (92):
￿
￿ ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
￿ = 0
El tensor momento energ￿a renormalizado asociado, puede calcularse a partir de
los resultados (134) (129) y (135), especi￿cando el coe￿ciente libre w(x). Para tal ￿n,
se asumirÆ que en el l￿mite cuando x se acerca a x0, los estados Hadamard pueden
expresarse como una superposici￿n de dos estados: un estado ￿base￿o de m￿nima energ￿a
y otro ￿singular￿ :
jHadamardi = jsingulari + jbasei
hsingular j basei = 0
de manera que el propagador de Hadamard pueda de￿nirse como en (26):
l￿ ￿m
x!x0 G
￿ (x;x
0) ￿
D
^ ￿
2E
Hadamard
D
^ ￿
2E
sing
= l￿ ￿m
x!x0 G
￿
sing (x;x
0) ! 1
D
^ ￿
2E
base
= l￿ ￿m
x!x0 G
￿
reg (x;x
0) = l￿ ￿m
x!x0
1
8￿2W (x;x
0) ’
w(x)
8￿2
Asumiendo ademÆs que las ￿ uctuaciones cuÆnticas del campo pueden despreciarse
a las enormes escalas cosmol￿gicas (rØgimen semiclÆsico) [34]:
D
^ ￿
2E
base
=
D
^ ￿
E2
base
+
￿
￿^ ￿
￿2
’
D
^ ￿
E2
base
￿  
2
48Por lo tanto, el parÆmetro arbitrario w(x) se relaciona con el estado cuÆntico del campo
mediante la expresi￿n:
w(x) ’ 8￿
2 
2
en donde el campo medio   ￿ h￿ibase satisface la ecuaci￿n de campo (92):
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
  = 0
Dada esta de￿nici￿n, el tensor momento energ￿a renormalizado resultante (134),
coincide con el del campo escalar clÆsico (105), mÆs el tØrmino geomØtrico proporcional
a v1(vØase apØndice G):
hT￿￿iren = (1 ￿ 2￿)r￿ r￿  +
￿
2￿ ￿
1
2
￿
g￿￿r
￿ r￿ 
￿2￿  ;￿￿ + 2￿g￿￿ ￿  + ￿G￿￿ 
2
￿
g￿￿
2
m
2 
2 +
1
16￿2g￿￿v1
Dado que (105) es ya un tensor conservado, puede prescindirse del tØrmino propor-
cional a v1. Este resultado ilustra las grandes di￿cultades que se presentan al querer
renormalizar la teor￿a semiclÆsica de la gravitaci￿n, sin alterar la naturaleza cuÆntica de
la materia involucrada, ya que son las relaciones de conmutaci￿n entre los operadores
de campo (97), las responsables del sector divergente G
￿
sing (122) en el propagador de
Hadamard.
Para la mØtrica de Robertson Walker (69), estas expresiones toman la forma:
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en donde se ha hecho uso de los resultados (70) y (71), y se ha tenido en cuenta que
el campo   debe estar distribuido homogeneamente (@i  = 0). N￿tese que la ecuaci￿n
de Movimiento del campo cuÆntico es la de un oscilador forzado con amortiguamiento,
en donde la ￿fuerza dependiente del tiempo￿ corresponde al escalar de cuvatura, la
49conexi￿n, correspondiente al parÆmetro de Hubble, hace el papel de un factor de amor-
tiguamiento dependiente del tiempo, y la masa al cuadrado corresponde a la constante
de elasticidad. Estos resultados, dan lugar a la ecuaci￿n de ligadura de Friedmann (75):
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y a la ecuaci￿n de aceleraci￿n del universo (77) (vØase apØndice G):
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en donde las sumatorias representan las contribuciones de otros tipos de materia.
N￿tese que la ecuaci￿n tiene su￿ciente ￿ exibilidad para permitir valores positivos para
la aceleraci￿n c￿smica. Obviamente, el caso de acoplamiento m￿nimo y conforme estÆn
excluidos en este modelo, puesto que conducen a soluciones desaceleradas para el pre-
sente. Sin embargo, el sistema de ecuaciones (145) y (141) es lo su￿cientemente complejo
como para permitir concluir a priori, algœn aspecto sobre la dinÆmica del universo. Es
necesario resolverla numØricamente, teniendo en cuenta las restricciones impuestas por
los parÆmetros cosmol￿gicos conocidos.
3.5. SOLUCI￿N NUM￿RICA DE LA ECUACI￿N DE ACEL-
ERACI￿N Y AN`LISIS DE LOS RESULTADOS.
Para este cÆlculo, se implementarÆ el siguiente sistema de unidades:
kg
0 = 1:17177778 ￿ 10
￿68kg
m
0 = 3;0 ￿ 10
25m
s
0 = 10
17s = 3170:97 millones de aæos
de tal forma que las constantes fundamentales y la constante de Hubble adquieren
los valores:
c = 1 m
0/s
0
~ = 1 kg
0m
02/s
0
G = 2:89584915 ￿ 10
￿121 m
03 kg
0￿1 s
0￿2
H0 = 0;229s
0￿1
50El valor extremadamente pequeæo de G genera evidentes problemas de cÆlculo. No
obstante, puede rede￿nirse al hacer un cambio de escala en el campo y su derivada:
  ! 10
￿60 
G ! 10
120G = 0;289584915 m
03 kg
0￿1 s
0￿2
Los parÆmetros cosmol￿gicos actuales establecen las siguientes restricciones:
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= q0 ’ ￿0;58
que en forma expl￿cita, dan lugar a las siguientes ecuaciones de ligadura para las
condiciones iniciales del campo:
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Dados unos valores aceptables para ￿ y m, y de￿nidas las demÆs formas de energ￿a,
estas ecuaciones determinan un￿vocamente (salvo en los signos) los valores de   y _  
en la Øpoca actual. En el cÆlculo realizado aqu￿, se consider￿ un universo actualmente
constituido por un 72.1% de energ￿a oscura y por un 27.9% de materia tipo polvo (M),
que incluye el 4% de materia bari￿nica y el restante 23% de materia oscura (79), de
acuerdo con los valores actuales de ￿CDM (tabla 1):
￿M(t) = ￿c (t0)￿Ma(t)
￿3, pDM = 0 (149)
en donde se ha asumido la condici￿n inicial a(t0) = 1.
Result￿ interesante que existiera una dependencia funcional creciente entre el valor
de la edad del universo y el valor de la constante acoplamiento ￿, que fue elegida para
ajustar la edad del universo a 13608;637 millones de aæos, que es el valor obtenido en
el modelo ￿CMD con estas densidades. AdemÆs, se encontr￿ que para valores de la
masa del campo superiores a 10￿69kg (5:6￿10￿40 MeV) generaban en el sistema (147)
51y (148) nœmeros complejos para  0 y _  0. Por lo tanto, solo pueden darse condiciones
para la actual expansi￿n acelerada del universo, si la longitud de onda Compton para
las ￿part￿culas￿de energ￿a oscura, resulta extremadamente grande:
￿c =
~
mc
￿ 10
10 Parsec
Este resultado es de crucial importancia en la construcci￿n de todo modelo cuÆntico
de energ￿a oscura. A diferencia de la materia tipo polvo, que en general tiene asociadas
￿c muy pequeæas y es susceptible a formar estructuras (mediante interacciones gauge),
la energ￿a oscura debe permanecer ￿diluida￿en el espacio e interactuando solo grav-
itacionalmente, como lo sugieren las observaciones a corta y gran escala. Esta aparente
transparencia, explica por quØ resultar￿a prÆcticamente imposible detectar alguna evi-
dencia de este tipo de energ￿a en los aceleradores de part￿culas.
A continuaci￿n se presentan las grÆ￿cas y los anÆlisis correspondientes a la soluci￿n
del sistema de ecuaciones (145) y (141), calculadas mediante el algoritmo Runge Kutta
en el software MathemÆtica 7.0 (las ￿guras se expresan en tØrminos del sistema de
unidades primado):
52Figura 5.
En esta ￿gura, se observa una pequeæa diferencia en la magnitud aparente (ajustada)
para las SNeIa, calculadas a partir de la distancia de luminosidad, de acuerdo con las
ecuaciones (137) y (90). La diferencia mÆxima es de 0;2, el cual estÆ dentro del rango
de error de los resultados observacionales de la ￿gura 3, que es aproximadamente de
￿0;2. Esto, por supuesto, es un buen indicio de que la teor￿a cuantica de campos en el
espacio tiempo curvo, podr￿a ofrecer un buen sustituto de la constante cosmol￿gica, tras
realizar algunos ajustes y re￿namientos posteriores en la elecci￿n de w o en el sector de
materia oscura.
En seguida, se gra￿ca la soluci￿n del sistema de ecuaciones (145) y (141) para el
factor de escala, junto a la soluci￿n para el modelo estÆndar alrededor de la Øpoca actual
t0 = 0;0:
53Figura 6.
Resulta notable el hecho que el modelo aqu￿ propuesto presente una singularidad
para las condiciones iniciales dadas, ya que este no siempre es el caso en los modelos
de quintaesencia. Como puede observarse, los modelos coinciden muy bien dentro del
rango ￿3170 millones de aæos. MÆs alla de este, los modelos presentan diferencias cada
vez mÆs importantes: en el pasado, luego de la singularidad, se encuentra una tasa de
in￿ aci￿n mÆs importante para el modelo propuesto, manteniendo al factor de escala
siempre por encima de lo estimado por el modelo estÆndar. Luego de los 3170 millones
de aæos hacia el futuro, se observa que la expansi￿n predicha por el modelo propuesto
es desacelerada, a diferencia del modelo estÆndar, que predice una expansi￿n acelerada
inde￿nida hacia un Big Rip (o gran desgarro). MÆs aœn, el modelo de energ￿a oscura
predice un Big Crunch (gran colapso), luego de 8 billones de aæos desde la Øpoca actual:
54Figura 7.
De acuerdo con el modelo propuesto, la vida del universo apenas acaba de comenzar.
No obstante, esta expansi￿n y luego contracci￿n no es mon￿tona, como lo aparenta esta
grÆ￿ca. Debido a la dinÆmica del campo escalar, el universo presenta una aceleraci￿n
oscilatoria ￿amortiguada￿ , con un periodo aproximado de 95000 millones de aæos. Este
proceso continœa hasta la mitad de vida del universo y luego se revierte, como puede
observarse en la siguiente grÆ￿ca:
Figura 8.
55Figura 9.
N￿tese que tras el periodo de aceleraci￿n actual, 95000 millones de aæos despuØs,
el universo presenta un periodo muy breve de aceleraci￿n positiva, y luego mantiene
un rØgimen oscilatorio de aceleraci￿n negativa. En lo que respecta al inicio del periodo
de aceleraci￿n actual, los dos modelos di￿eren en 442 millones de aæos (3% de la edad
del universo): el modelo de energ￿a oscura indica que este periodo comenz￿ hace 6887
millones de aæos, mientras que el modelo estÆndar lo sitœa hace 6445 millones de aæos,
como se puede observar en la siguiente ￿gura:
56Figura 10.
Este resultado es otro buen indicador de la bondad del modelo, ya que un inicio
prematuro para el periodo de aceleraci￿n, evitar￿a la formaci￿n de estructuras como las
galaxias (principio antr￿pico). Por supuesto, esta ￿coincidencia￿solo puede atribuirse a
las restricciones impuestas por los parÆmetros actuales, mÆs que a la dinÆmica intr￿nseca
de las ecuaciones. Respecto a un futuro cercano, se espera que la aceleraci￿n c￿smica
actual disminuya dentro de los pr￿ximos 3000 millones de aæos, hasta alcanzar un valor
nulo, y luego un valor negativo, cuando el universo ingrese al primer periodo uniforme
de desaceleraci￿n. De acuerdo a este modelo, el periodo de disminuci￿n de la aceleraci￿n
actual comenz￿ hace 1460 millones de aæos.
Lo que resulta realmente interesante en este modelo, es la dinÆmica de la densidad
de energ￿a oscura. En la siguiente ￿gura, se puede observar las curvas de evoluci￿n de
las densidades de energ￿a involucradas en ambos modelos:
57Figura 11.
Los dos modelos di￿eren radicalmente en el momento de inicio de la hegemon￿a de
la ￿energ￿a de vac￿o￿ , ya que el modelo estÆndar lo ubica hace 4130 millones de aæos,
mientras que para el modelo propuesto, inici￿ hace tan solo 1340 millones de aæos. En
cuanto al problema de la coincidencia, puede decirse que son los parÆmetros actuales de
aceleraci￿n, velocidad y edad del universo (￿), los que determinan la dinÆmica completa
del campo escalar, es decir, que el modelo depende de un ajuste ￿no, ya que no se tienen
argumentos a priori para justi￿car las condiciones iniciales actuales, o algœn mecanismo
f￿sico que permitan su inferencia a una edad temprana del universo.
Hay dos caracter￿sticas importantes en la curva de energ￿a oscura de este modelo:
la primera es que resulta no acotada inferiormente, mÆs allÆ de los 2140 millones de
aæos hacia el pasado; la segunda, es que decrece mon￿tonamente hacia el futuro, per-
maneciendo cercanamente por encima de la densidad de materia hasta 12260 millones
antes del Big Crunch, como lo ilustra la siguiente ￿gura:
58Figura 12.
No obstante, el comportamiento en el pasado merece una explicaci￿n mÆs detallada.
Para esto, se asumirÆ que la densidad de energ￿a oscura (142) consta de dos compo-
nentes, una de energ￿a libre, y otra de interacci￿n:
￿DE = ￿libre + ￿Interac (150)
￿libre ￿
1
2
￿
_  
2
+ m
2 
2
￿
￿Interac ￿ 3￿
￿
2H(t) _    + H(t)
2 
2
￿
(151)
Resulta interesante que este potencial de interacci￿n sea en sus dos primeros tØr-
minos proporcional a las potencias del parÆmetro de Hubble, es decir, es un potencial
generalizado, que decrece mon￿tonamente con el factor de escala del universo y aumen-
ta con la velocidad de expansi￿n. Por otra parte, el segundo tØrmino siempre es positivo
o repulsivo, mientras que el primero puede tomar valores negativos, convirtiØndolo en
el tØrmino de eventual con￿namiento (ya que el œltimo tØrmino es en general despre-
ciable). El sistema parece ser conservativo, si se introduce la energ￿a libre de la materia
oscura (149) y si se de￿ne la energ￿a libre del campo gravitacional como:
(￿libre)G ￿ ￿￿c (t) = ￿
3
8￿G
H(t)
2
Esto signi￿ca que la ecuaci￿n de ligadura (144) puede interpretarse como una ley de
conservaci￿n de energ￿a, que es nula en todo momento. En la siguiente ￿gura, se ilustra
la energ￿a por unidad lineal de volumen ￿a(t)3, correspondiente a estas densidades:
59Figura 13.
Figura 14.
60N￿tese que la energ￿a del ￿potencial de interacci￿n￿es con￿nante hasta 1340 millones
de aæos antes de la era actual; a partir de este momento la energ￿a se hace ￿repulsiva￿
liberando al campo escalar. No obstante, la energ￿a relativista del campo escalar dis-
minuye dramÆticamente en el proceso, llegando a un m￿nimo aproximadamente a los
15000 millones de aæos despuØs de la Øpoca actual, momento desde el cual comienza
a oscilar amortiguadamente hasta un estado estacionario de energ￿a media constante,
con una reversi￿n posterior similar a la aceleraci￿n. El potencial de interacci￿n tambiØn
disminuye oscilatoriamente hasta llegar a un estado estacionario al rededor del cero,
luego, este sufre un proceso de inversi￿n, aumentando su amplitud hasta alcanzar su
con￿guraci￿n inicial cerca del Big Crunch.
614. CONCLUSIONES
La Teor￿a CuÆntica de Campos en el espacio tiempo curvo, constituye una buena
aproximaci￿n semiclÆsica a una posible teor￿a de la gravitaci￿n cuÆntica. Esta no solo
provee un mØtodo para incluir los efectos de la curvatura del espacio-tiempo sobre las
ecuaciones de los campos cuÆnticos, sino que de￿ne una versi￿n de la ecuaci￿n campo de
Einstein, que determina los efectos de back reaction de la materia cuantizada sobre el
escenario geomØtrico subyacente. No obstante esta ecuaci￿n involucra el valor esperado
del tensor momento energ￿a hT￿￿i, el cual aparece divergente debido al carÆcter, cuÆntico
de los campos, y por ende, debe ser renormalizado para constituir una fuente ￿nita y
f￿sicamente razonable.
El mØtodo de partici￿n de puntos toma provecho de la forma asint￿tica del propa-
gador de Hadamard, y relaciona el valor esperado del tensor momento energ￿a, al l￿mite
cuando uno de los puntos tiende a otro, del operador diferencial de dos puntos actuando
sobre este propagador. Sin embargo, el mØtodo estÆ lejos de de￿nir un￿vocamente este
tensor, ya que depende de una funci￿n indeterminada w que codi￿ca la informaci￿n del
estado cuÆntico, y esta de￿nido salvo un tensor geomØtrico arbitrario ￿￿￿, cuya œnica
restricci￿n es que se conserve localmente. Este tensor geomØtrico puede re-absorberse
mediante la generalizaci￿n de la acci￿n del campo gravitacional. Sin embargo, este
tensor estÆ fuertemente relacionado con los tØrminos divergentes del propagador de
Hadamard, que a su vez se originan en las relaciones de conmutaci￿n del campo cuÆnti-
co. Por lo tanto, resulta dif￿cil preservar simultÆneamente la validez del lado izquierdo
de la ecuaci￿n de campo de Einstein, y el carÆcter cuÆntico del tensor momento energ￿a.
Por supuesto, esto queda como un problema abierto.
En cuanto al modelo de quintaesencia aqu￿ propuesto, son notables las siguientes
propiedades anal￿ticas. Se encuentra que el tØrmino ￿R 
2 en el lagrangiano del campo
escalar ser￿a el responsable de la aceleraci￿n c￿smica actual. Existen dos parÆmetros
libres, la masa y el parÆmetro de acoplamiento ￿, que pueden elegirse de tal forma que
el modelo se acerque lo mejor posible al modelo estÆndar: ￿ es determinado por la edad
del universo estÆndar, mientras que la masa encuentra un valor mÆximo, a partir del
cual las condiciones iniciales del campo dejan de ser nœmeros reales. Este valor de la
masa, concuerda con las propiedades atribuidas a la energ￿a oscura (transparencia), y
estÆ directamente relacionado con el valor actual del parÆmetro de desaceleraci￿n q0.
En lo que respecta a la soluci￿n numØrica del modelo, resulta notable el hecho de que
la diferencia mÆxima entre las magnitudes aparentes para un valor dado de la distancia
de luminosidad se encuentre dentro del rango de error de los resultados observacionales
de luminosidad de las SNeIa. El modelo propuesto y el modelo estÆndar coinciden
muy bien 3.000 millones de aæos al rededor de la edad actual, ubicando el inicio del
periodo actual de aceleraci￿n con 442 millones de aæos de diferencia (3% de la edad
62del universo). AdemÆs es destacable que el modelo propuesto presente singularidad
inicial para las condiciones iniciales dadas. Por supuesto, estas ￿coincidencias￿ solo
puede atribuirse a las restricciones impuestas por los parÆmetros actuales, mÆs que a
la dinÆmica intr￿nseca de las ecuaciones.
El modelo propuesto predice un universo c￿clico o con singularidad peri￿dica, aunque
presenta pequeæas oscilaciones debido a la naturaleza del campo cuÆntico, que son
muy importantes cerca a las singularidades y disminuyen en amplitud al acercarse al
mÆximo del factor de escala. Por lo tanto, anticipa que la aceleraci￿n c￿smica actual
disminuirÆ dentro de los pr￿ximos 3000 millones de aæos hasta alcanzar un rØgimen
desacelerado oscilatorio. Los dos modelos di￿eren radicalmente en el momento de inicio
de la hegemon￿a de la energ￿a de ￿vac￿o￿ , ya que el modelo estÆndar lo ubica 4130
millones de aæos atrÆs, mientras que el modelo propuesto lo ubica hace 1340 millones de
aæos. La densidad de energ￿a oscura no estÆ acotada inferiormente, y luego del periodo
de coincidencia en donde es positiva y sobrepasa a la densidad de materia, permanece
dominante durante la mayor parte de la vida del universo. Los valores negativos de la
densidad de energ￿a oscura pueden explicarse al interpretar el acoplamiento geomØtrico
como un potencial de interacci￿n, que eventualmente deja de ser con￿nante y tiende a
oscilar al rededor de cero.
Estas predicciones solo pueden tener alguna validez, siempre y cuando el modelo
supere las restricciones impuestas por mediciones de SNeIa con z mayor que 1, rango a
partir del cual se hace evidente la diferencia entre los dos modelos. Sin embargo, reitero
que deben hacerse mayores esfuerzos para incluir el carÆcter cuÆntico de los campos y
as￿ re￿nar el modelo.
63ApØndice A
NOTACI￿N EN RELATIVIDAD ESPECIAL.
En la teor￿a de la relatividad especial, el tiempo se considera una magnitud de igual
categor￿a que las tres coordenadas espaciales. Por esta raz￿n, se utiliza un espacio
vectorial 4-dimensional con vectores base n￿ (￿ = 0;1;2;3), de forma que todo vector
puede expresarse como x = x￿n￿, (haciendo uso del convenio de Einstein). La norma
al cuadrado de un 4-drivector x2 se obtiene mediante el producto interior, de￿nido por
la expresi￿n:
x ￿ y ￿ x
￿y
￿n￿ ￿ n￿ = ￿￿￿x
￿y
￿ (152)
x
2 ￿ x ￿ x (153)
La cantidad ￿￿￿ = n￿￿n￿ es el tensor mØtrico, de￿nido para el espacio de Minkowsky
como g￿￿ = diag(￿1;1;1;1). Debido a la diferencia de signos entre las componentes
de ￿￿￿, conviene de￿nir dos tipos de componentes, las denotadas con ￿ndice superior
x￿ = (t;x) son llamadas contravariantes, mientras que otras con ￿ndice inferior x￿ =
￿￿￿x￿ = (t;￿x) son llamadas covariantes, de manera que el producto escalar puede
escribirse en la forma compacta x ￿ y = x￿y￿ = x￿y￿ = ￿x0y0 + x ￿ y. De especial
importancia f￿sica es el cuadrivector momento p￿ = (E;p), cuya longitud al cuadrado
p￿p￿ = ￿E2 + p2 = ￿m2 de￿ne la masa invariante del sistema o masa en reposo.
El operador momento, coincide naturalmente con el generador de traslaci￿n espacio-
temporal: ^ P ￿ ￿ ￿i~@￿ = ￿i~@=@x￿.
Es evidente que en el espacio de Minkowsky, el producto interior no es una cantidad
de￿nida positiva. Por ende conviene clasi￿car a los cuadrivectores de acuerdo al signo
del cuadrado de su norma:
Una rotaci￿n de los ejes coordenados en el espacio de Minkowsky es una trans-
formaci￿n de Lorentz, e incluye tanto rotaciones en el espacio tridimensional, como
transformaciones de Lorentz puras. Tiene la forma general de una transformaci￿n lin-
eal:
x
0￿ = ￿
￿
￿x
￿ (154)
donde la matriz ￿￿
￿ satisface la condici￿n de pseudo-ortogonalidad:
￿
￿
￿g￿￿￿
￿
￿ = g￿￿ (155)
que garantiza la invariancia de la norma de todo cuadrivector bajo este tipo de
transformaci￿n, y de￿ne el grupo de Lorentz. En este contexto, se dice que una expresi￿n
64es covariante, si su forma permanece inalterada ante transformaciones de Lorentz1. De
aqu￿ se deduce que det(￿￿
￿) = ￿1. Se llaman transformaciones de Lorentz propias
para el valor +1 del determinante e Impropias para el valor ￿1. Este œltimo grupo
incluye la transformaci￿n de inversi￿n espacial (x ! ￿x), y la de inversi￿n temporal
(t ! ￿t).
Una transformaci￿n de Lorentz in￿nitesimal tiene la forma general:
x
0￿ = (￿
￿
￿ + !
￿
￿)x
￿ (156)
donde la matriz !￿￿ depende de los Ængulos de rotaci￿n (￿ y ￿) y es antisimØtrica.
Si se trata de una rotaci￿n espacial in￿nitesimal alrededor del eje i, !R = i￿
iJi, donde
el generador Ji es el operador momento angular del sistema en direcci￿n i. Si se trata
de una transformaci￿n de Lorentz pura (o boost) en direcci￿n i, !B = ￿i￿
iKi, donde
el generador Ki es el operador de boost en esa direcci￿n. Luego, son seis generadores
en total, los que de￿nen el grupo de Lorentz. El conjunto de las transformaciones de
traslaci￿n espacio-temporal y de Lorentz recibe el nombre de grupo de PoincarØ, en
donde los diez generadores satisfacen las siguientes relaciones de conmutaci￿n:
￿
P
i;P
j￿
=
￿
P
i;H
￿
=
￿
J
i;H
￿
= 0, (157)
￿
J
i;J
j￿
= i￿
ijkJ
k,
￿
J
i;P
j￿
= i￿
ijkP
k,
￿
J
i;K
j￿
= i￿
ijkK
k,
￿
K
i;H
￿
= iP
i,
￿
K
i;K
j￿
= ￿i￿
ijkJ
k=c
2,
￿
K
i;P
j￿
= i￿
ijH=c
2,
y de￿nen la estructura del espacio-tiempo en la relatividad especial.
El concepto de vector puede generalizarse al de tensor, que es un objeto con n
componentes que transforma de acuerdo con la ley:
Ti1:::in = ￿i1j1 ￿￿￿￿injnTj1:::jn
Un vector en un tensor de rango 1. El producto interior que es un escalar es un
tensor de rango 0. El concepto de tensor puede generalizarse para una variedad curva,
en donde la matriz de transformaci￿n ￿ deja de ser una transformaci￿n de Lorentz, y
depende ahora de las coordenadas:
￿￿￿ =
@x￿
@x0￿
1Aqu￿ el tØrmino covariante no tiene alguna relaci￿n directa con la de￿nici￿n de las componentes
covariantes de un vector, dada en el pÆrrafo anterior.
65ApØndice B
EXPANSI￿N COVARIANTE DE BITENSORES.
A partir de la expresi￿n (110), resultan obvias las siguientes relaciones:
[￿] ￿ l￿ ￿m
x!x0 ￿ (x;x
0) = [￿;￿] = [￿
;￿] = 0 (158)
￿;￿ = 1
2
￿
￿;￿
;￿￿;￿ + ￿;￿￿;￿￿
￿
= ￿;￿￿;￿￿
￿;￿￿ = ￿;￿￿;￿￿￿ + ￿;￿
;￿￿;￿￿
￿;￿￿￿ = ￿;￿￿;￿￿￿￿ + ￿
;￿
;￿￿;￿￿￿ + ￿
;￿
;￿￿￿;￿￿ + ￿;￿
;￿￿;￿￿￿
[￿;￿￿] = [￿;￿][￿;￿￿￿] +
￿
￿;￿
;￿
￿
[￿;￿￿] =
￿
￿;￿
;￿
￿
[￿;￿￿]
Por lo tanto: ￿
￿;￿
;￿
￿
= ￿
;￿
;￿ o en forma equivalente:
[￿;￿￿] = g￿￿ (159)
[￿;￿￿￿] = [￿;￿][￿;￿￿￿￿] +
￿
￿
;￿
;￿
￿
[￿;￿￿￿] +
￿
￿
;￿
;￿￿
￿
[￿;￿￿] +
￿
￿;￿
;￿
￿
[￿;￿￿￿]
[￿;￿￿￿] = [￿;￿￿￿] + [￿;￿￿￿] + [￿;￿￿￿]
De aqu￿ se deduce que:
[￿;￿￿￿] ￿ [￿;￿￿￿] = [￿;￿￿￿] ￿ [￿;￿￿￿]
haciendo uso de la identidad de Ricci:
v
￿
;￿￿ ￿ v
￿
;￿￿ = R
￿
￿￿￿v
￿ (160)
￿;￿￿￿ ￿ ￿;￿￿￿ = R￿￿￿￿￿
￿ (161)
Por lo tanto:
[￿;￿￿￿] ￿ [￿;￿￿￿] = 0 (162)
[￿;￿￿￿] = [￿;￿￿￿] + [￿;￿￿￿] + [￿;￿￿￿]
0 = [￿;￿￿￿] + [￿;￿￿￿] = [￿;￿￿￿] + [￿;￿￿￿] = ([￿;￿￿￿] ￿ [￿;￿￿￿]) + 2[￿;￿￿￿] = 2[￿;￿￿￿]
Finalmente:
[￿;￿￿￿] = 0 (163)
Derivando (161) y tras un poco de algebra, se obtiene:
[￿;￿￿￿￿] = ￿
1
3
(R￿￿￿￿ + R￿￿￿￿) (164)
66Consideremos a continuaci￿n la expansi￿n covariante de un bitensor al rededor de
un punto:
￿￿￿ (x;x
0) = !￿￿ (x) + !￿￿￿ (x)￿
;￿ +
1
2!
!￿￿￿￿ (x)￿
;￿￿
;￿ + ￿￿￿ (165)
Aplicando el l￿mite cuando x tiende a x0, se encuentran las siguientes relaciones de
recurrencia:
!￿￿ (x) = [￿￿￿ (x;x
0)]
￿￿￿;￿ (x;x0) = !￿￿;￿ (x) + !￿￿￿;￿ (x)￿;￿ + !￿￿￿ (x)￿;￿
;￿ + 1
2!!￿￿￿￿;￿ (x)￿;￿￿;￿ + ￿￿￿
[￿￿￿;￿ (x;x0)] = !￿￿;￿ (x) + !￿￿￿ (x)
￿
￿;￿
;￿
￿
[￿￿￿;￿ (x;x0)] = !￿￿;￿ (x) + !￿￿￿ (x)
!￿￿￿ (x) = [￿￿￿;￿ (x;x
0)] ￿ !￿￿;￿ (x)
[￿￿￿;￿￿ (x;x0)] = !￿￿ (x);￿￿ + !￿￿￿ (x);￿
￿
￿
;￿
;￿
￿
+ !￿￿￿ (x);￿
￿
￿;￿
;￿
￿
+ !￿￿￿ (x)
￿
￿
;￿
;￿￿
￿
+
1
2!!￿￿￿￿ (x)
￿
￿;￿
;￿
￿h
￿
;￿
;￿
i
+ 1
2!!￿￿￿￿ (x)
￿
￿
;￿
;￿
￿￿
￿;￿
;￿
￿
!￿￿￿￿ (x) = [￿￿￿;￿￿ (x;x
0)] ￿ !￿￿;￿￿ (x) ￿ !￿￿￿;￿ (x) ￿ !￿￿￿;￿ (x)
Ejemplo:
!￿￿ (x) = [￿;￿￿] = g￿￿
!￿￿￿ (x) = [￿;￿￿￿] ￿ g￿￿;￿ = 0
!￿￿￿￿ (x) = [￿;￿￿￿￿] ￿ !￿￿;￿￿ ￿ !￿￿￿;￿ ￿ !￿￿￿;￿
= ￿1
3 [R￿￿￿￿ + R￿￿￿￿]
￿;￿￿ = g￿￿ ￿
1
3
R￿￿￿￿￿
;￿￿
;￿ + O(￿
3=2)
De manera anÆloga se obtiene la siguiente f￿rmula para el determinante de Van
Vleck-Morette:
￿
1=2 = 1 + (1=12)R￿￿￿
;￿￿
;￿ + O(￿
3=2) (166)
67ApØndice C
RELACIONES DE RECURRENCIA PARA G.
ConsidØrese la forma asint￿tica del propagador de Hadamard y la expansi￿n de las
funciones V y W.
G = ￿
￿
U0
￿ + V ln￿ + W
￿
￿ =
￿D
2 = 1
8￿2
V =
P
n=0 Vn￿n
W =
P
n=0 Wn￿n
El propagador de Hadamard debe satisfacer la ecuaci￿n (para x 6= x0)
￿
￿ ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
G = 0
Primero cÆlculo de ￿
￿
U0
￿
￿
:
g￿￿r￿r￿
￿
U0
￿
￿
= g￿￿r￿ [￿￿1 (r￿U0) ￿ U0￿￿2 (r￿￿)]
= g￿￿￿￿1(￿￿￿1 (r￿￿ (r￿U0) + (r￿U0)r￿￿)
+(r￿r￿U0) + U0￿￿1 (2￿￿1r￿￿ (r￿￿) ￿ (r￿r￿￿)))
= ￿￿1(￿￿￿1g￿￿ (r￿￿ (r￿U0) + (r￿U0)r￿￿)
+g￿￿ (r￿r￿U0) + U0￿￿1 (2￿￿1g￿￿r￿￿ (r￿￿) ￿ g￿￿ (r￿r￿￿)))
= ￿￿1 [￿￿￿12g￿￿r￿￿ (r￿U0) + ￿U0 + U0￿￿1 (4 ￿ ￿￿)]
= ￿￿1 [￿￿1 [U0 (4 ￿ ￿￿) ￿ 2g￿￿r￿￿r￿U0] + ￿U0]
por lo tanto:
￿
￿ ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
￿
￿
U0
￿
￿
=
￿
￿
￿
￿ ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
U0 +
￿
￿2 [U0 (4 ￿ ￿￿) ￿ 2g
￿￿ (r￿￿)(r￿U0)]
el determinante de Van Vleck-Morette satisface la siguiente ecuaci￿n:
￿￿ = 4 ￿ 2g
￿￿￿
￿1=2￿
1=2
;￿ ￿;￿
luego, si se elige la restricci￿n:
U0 = ￿
1=2
se encuentra que:
￿
￿ ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
￿
￿
U0
￿
￿
=
￿
￿
￿
￿ ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
U0 (167)
68CÆlculo del tØrmino ￿(V ln￿):
g￿￿r￿r￿ (V ln￿) = g￿￿r￿ [(r￿V )ln￿ + V (r￿ ln￿)]
= g￿￿r￿
￿
(r￿V )ln￿ + V
￿ (r￿￿)
￿
= g￿￿ (r￿r￿V )ln￿ + g￿￿ 1
￿ (r￿V )(r￿￿)
+g￿￿ r￿V
￿ (r￿￿) ￿ g￿￿ V
￿2 (r￿￿)(r￿￿) + g￿￿ V
￿ (r￿r￿￿)
=
￿
￿xV ln￿ + 2g￿￿ 1
￿ (r￿V )(r￿￿) ￿ 2V
￿ + V
￿ (￿x￿)
￿
por lo tanto:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
￿ (V ln￿)
= ￿ ln￿
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
V +
￿
￿
[2g
￿￿ (r￿V )(r￿￿) ￿ V (2 ￿ ￿x￿)]
se impone entonces la siguiente restricci￿n:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
V = 0 (168)
As￿:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
￿ (V ln￿) =
￿
￿
[2g
￿￿V;￿￿;￿ ￿ (2 ￿ ￿x￿)V ] (169)
La restricci￿n (168) implica relaciones de recurrencia para V :
CÆlculo del tØrmino ￿V :
g￿￿r￿r￿
P
Vn￿n = g￿￿r￿ (
P
0 ￿n (r￿Vn) +
P
1 Vnn(r￿￿)￿n￿1)
= g￿￿r￿
￿P
0 ￿n (r￿Vn) +
P
0 V(n+1) (n + 1)(r￿￿)￿n￿
= g￿￿(
P
0 ￿n (r￿r￿Vn) +
P
0 ￿n (n + 1)(r￿￿ (r￿Vn+1) + r￿V(n+1) (r￿￿)
+V(n+1) (r￿r￿￿) + V(n+2) (n + 2)(r￿￿)r￿￿))
=
P
0 ￿n￿xVn +
P
0 ￿n (n + 1)[2g￿￿￿;￿Vn+1;￿ + Vn+1￿x￿] +
P
1 ￿n2n(n + 1)Vn+1
por lo tanto:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
Vn + (n + 1)[2g
￿￿￿;￿Vn+1;￿ + Vn+1￿x￿]
= ￿2n(n + 1)Vn+1 para todo n
Sumando las contribuciones (167) y (169):
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
￿
￿
U0
￿
+ V ln￿ + W
￿
=
￿
￿
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
U0 +
￿
￿
[2g
￿￿V;￿￿;￿ ￿ (2 ￿ ￿x￿)V ] +
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
￿W = 0
o tambiØn:
￿
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
W = ￿
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
U0 ￿ [2g
￿￿V;￿￿;￿ ￿ (2 ￿ ￿x￿)V ]
69Esta ecuaci￿n de￿ne las ecuaciones de recurrencia para W. A partir de este resultado
se encuentra que:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
U0 = ￿[2g
￿￿V0;￿￿;￿ ￿ (2 ￿ ￿x￿)V0]
para las otras potencias
￿
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿X
0
Wn￿
n = ￿2g
￿￿￿;￿r￿
X
1
Vn￿
n + (2 ￿ ￿x￿)
X
1
Vn￿
n (170)
g￿￿r￿r￿
P
Wn￿n
=
P
0 ￿n￿xWn+
P
0 ￿n (n + 1)[2g￿￿￿;￿Wn+1;￿ + Wn+1￿x￿]+
P
1 ￿n2n(n + 1)Wn+1
de esta forma, el lado izquierdo de (170) es: P
0 ￿n+1 ((￿x ￿ m2 ￿ ￿R)Wn + (n + 1)[2g￿￿￿;￿Wn+1;￿ + Wn+1￿x￿])
+
P
1 ￿n+12n(n + 1)Wn+1
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
Wn + (n + 1)[2g
￿￿￿;￿Wn+1;￿ + Wn+1￿x￿] + g
￿￿2n(n + 1)Wn+1
Por otra parte:
2g￿￿￿;￿r￿
P
1 Vn￿n ￿ (2 ￿ ￿x￿)
P
1 Vn￿n
= 2g￿￿￿;￿
P
1 Vn;￿￿n + 2g￿￿￿;￿
P
1 Vnn￿;￿￿n￿1 ￿ (2 ￿ ￿x￿)
P
1 Vn￿n
= 2g￿￿￿;￿
P
0 Vn+1;￿￿n+1 + 4
P
0 Vn+1 (n + 1)￿n+1 ￿ (2 ￿ ￿x￿)
P
0 Vn+1￿n+1
As￿
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
Wn + (n + 1)[2g
￿￿￿;￿Wn+1;￿ + Wn+1￿x￿] + 2n(n + 1)Wn+1
= ￿2g
￿￿￿;￿Vn+1;￿ ￿ 4(n + 1)Vn+1 + (2 ￿ ￿x￿)Vn+1
A partir de (170) se tiene que:
￿
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
W =
X
1
￿
n (￿2g
￿￿￿;￿Vn;￿ ￿ 4Vnn + (2 ￿ ￿x￿)Vn)
’ ￿ (￿2g
￿￿￿;￿V1;￿ ￿ 4V1 + (2 ￿ ￿x￿)V1)
que equivale a:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
W = ￿2g
￿￿￿;￿V1;￿ ￿ (2 + ￿x￿)V1 (171)
En resœmen:
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
W = ￿2￿
;￿V1;￿ ￿ 6V1 (172)
￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
V0 = ￿2￿
;￿V1;￿ ￿ 4V1 (173)
70￿
￿x ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
￿
1=2 = ￿2￿
;￿V0;￿ ￿ 2V0 (174)
Resulta conveniente expresar a W y Vn en una serie covariante de Taylor:
W = w(x) +
X (￿1)p
p!
wa1￿￿￿ap￿
;a1￿￿￿ap ’ w ￿ wa￿
;a +
1
2
wab￿
;a￿
;b ￿
1
6
wabc￿
;a￿
;b￿
;c
Vn = vn(x)+
X (￿1)p
p!
vna1￿￿￿ap￿
;a1￿￿￿ap ’ v(n) ￿v(n)a￿
;a +
1
2
v(n)ab￿
;a￿
;b ￿
1
6
v(n)abc￿
;a￿
;b￿
;c
Si la serie W se considera simØtrica con respecto al intercambio entre x y x0, deben
satisfacerse las siguientes restricciones adicionales:
wa =
1
2
w;a
wabc =
￿
3
2
￿
wab;c ￿
￿
1
4
￿
w;abc
Insertando estas expansiones en (172), se encuentra:
(￿ ￿ m2 ￿ ￿R)W = ￿2￿;￿ ￿
v1 ￿ v1a￿;a + 1
2v1ab￿;a￿;b + 1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿;b￿;c￿
;￿
￿6
￿
v1 ￿ v1a￿;a + 1
2v1ab￿;a￿;b￿
CÆlculo de ￿W:
￿
￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b + 1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿;b￿;c￿
= r￿(w;￿ ￿ 1
2w;￿
;a￿;a ￿ 1
2w;a￿;a￿ + 1
2w
;￿
ab￿;a￿;b + 1
2wab￿;a￿￿;b + 1
2wab￿;a￿;b￿
+1
4
￿
1
6w
;￿
;abc ￿ w
;￿
ab;c
￿
￿;a￿;b￿;c + 1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿￿;b￿;c
+1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿;b￿￿;c + 1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿;b￿;c￿)
= w;￿
;￿ ￿ 1
2w;￿
;a￿￿;a ￿ 1
2w;￿
;a￿;a
;￿ ￿ 1
2w;a￿￿;a￿ ￿ 1
2w;a￿;a￿
;￿
+1
2w
;￿
ab;￿￿;a￿;b + 1
2w
;￿
ab￿;a
;￿￿;b + 1
2w
;￿
ab￿;a￿;b
;￿
+1
2wab;￿￿;a￿￿;b + 1
2wab￿;a￿
;￿ ￿;b + 1
2wab￿;a￿￿;b
;￿
+1
2wab;￿￿;a￿;b￿ + 1
2wab￿;a
;￿￿;b￿ + 1
2wab￿;a￿;b￿
;￿
+1
4
￿
1
6w
;￿
;abc￿ ￿ w
;￿
ab;c￿
￿
￿;a￿;b￿;c + 1
4
￿
1
6w
;￿
;abc ￿ w
;￿
ab;c
￿
￿;a
;￿￿;b￿;c
+1
4
￿
1
6w
;￿
;abc ￿ w
;￿
ab;c
￿
￿;a￿;b
;￿￿;c + 1
4
￿
1
6w
;￿
;abc ￿ w
;￿
ab;c
￿
￿;a￿;b￿;c
;￿
+1
4
￿
1
6w;abc￿ ￿ wab;c￿
￿
￿;a￿￿;b￿;c + 1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿
;￿ ￿;b￿;c
+1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿￿;b
;￿￿;c + 1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿￿;b￿;c
;￿
+1
4
￿
1
6w;abc￿ ￿ wab;c￿
￿
￿;a￿;b￿￿;c + 1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a
;￿￿;b￿￿;c
+1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿;b￿
;￿ ￿;c + 1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿;b￿￿;c
;￿
+1
4
￿
1
6w;abc￿ ￿ wab;c
￿
￿;a￿;b￿;c￿ + 1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a
;￿￿;b￿;c￿
+1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿;b
;￿￿;c￿ + 1
4
￿
1
6w;abc ￿ wab;c
￿
￿;a￿;b￿;c￿
;￿
71= w;￿
;￿ ￿ 1
2w;￿
;a￿￿;a ￿ 1
2w;￿
;￿ ￿ 1
2w;￿
;￿
+1
2w
;￿
ab;￿￿;a￿;b + 1
2w
;￿
￿b￿;b + 1
2w;￿
a￿￿;a
+1
2w
￿
b;￿￿;b + 1
2w￿
￿
+1
2w￿
a;￿￿;a + 1
2w￿
￿
+1
4
￿
1
6w
;￿
;abc￿ ￿ w
;￿
ab;c￿
￿
￿;a￿;b￿;c + 1
4
￿
1
6w
;￿
;￿bc ￿ w
;￿
￿b;c
￿
￿;b￿;c
+1
4
￿
1
6w;￿
;a￿c ￿ w;￿
a￿;c
￿
￿;a￿;c
+1
4
￿
1
6w
;￿
;ab￿ ￿ w
;￿
ab;￿
￿
￿;a￿;b
+1
4
￿
1
6w
;￿
;bc￿ ￿ w
￿
b;c￿
￿
￿;b￿;c + 1
4
￿
1
6w;￿
;￿a ￿ w￿
￿;a
￿
￿;a + 1
4
￿
1
6w;￿
;a￿ ￿ w￿
a;￿
￿
￿;a
+1
4
￿
1
6w;￿
;ac￿ ￿ w￿
a;c￿
￿
￿;a￿;c + 1
4
￿
1
6w;￿
;￿a ￿ w￿
￿;a
￿
￿;a + 1
4
￿
1
6w;￿
;a￿ ￿ w￿
a;￿
￿
￿;a
+1
4
￿
1
6w
;￿
;ab￿ ￿ w
;￿
ab;￿
￿
￿;a￿;b + 1
4
￿
1
6w;￿
;￿a ￿ w
;￿
￿b
￿
￿;a + 1
4
￿
1
6w;￿
;a￿ ￿ w;￿
a￿
￿
￿;a
As￿, la relaci￿n (172) es equivalente a la expresi￿n:
w￿
￿ ￿ 1
2w;￿
;a￿￿;a + w;￿
￿a￿;a + w￿
a;￿￿;a + 1
2w
;￿
ab;￿￿;a￿;b
+1
2
￿
1
4w;￿
;￿a ￿ w￿
￿;a
￿
￿;a + 1
2
￿
1
4w;￿
;a￿ ￿ w￿
a;￿
￿
￿;a ￿ 1
2w;￿
￿a￿;a
￿(m2 + ￿R)
￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b￿
= ￿2￿;￿ ￿
v1;￿ ￿ v1a;￿￿;a ￿ v1￿ + 1
2v1ab;￿￿;a￿;b + v1￿a￿;a￿
￿6
￿
v1 ￿ v1a￿;a + 1
2v1ab￿;a￿;b￿
Østa expresi￿n implica la siguiente relaci￿n de recurrencia:
w
￿
￿ =
￿
m
2 + ￿R
￿
w ￿ 6v1 (175)
Comparando los tØrminos de orden 1:
￿1
2w;￿
;a￿￿;a + w;￿
￿a￿;a + w￿
a;￿￿;a
+1
2
￿
1
4w;￿
;￿a ￿ w￿
￿;a
￿
￿;a + 1
2
￿
1
4w;￿
;a￿ ￿ w￿
a;￿
￿
￿;a ￿ 1
2w;￿
￿a￿;a
￿(m2 + ￿R)
￿
￿1
2w;a￿;a￿
= ￿2￿;￿ (v1;￿ ￿ v1￿) ￿ 6(￿v1a￿;a)
1
2w;￿
￿a + 1
8w;￿
;￿a ￿ 3
8w;￿
;a￿ + 1
2w￿
a;￿ ￿ 1
2w￿
￿;a
+1
2 (m2 + ￿R)w;a = ￿2(v1;a ￿ v1a) + 6v1a
￿1
2R￿
aw;￿ ￿ 1
4w;￿
;￿a + w￿
a;￿ ￿ 1
2w￿
￿;a
+1
2 (m2 + ￿R)w;a = ￿2v1;a + 8v1a
La condici￿n de simetr￿a para V implica:
￿1
2R￿
aw;￿ ￿ 1
4w;￿
;￿a + w￿
a;￿ ￿ 1
2w￿
￿;a + (m2 + ￿R) 1
2w;a = 2v1;a
Finalmente:
w
￿
a;￿ =
1
4
(￿w);a +
1
2
w
￿
￿;a +
1
2
R
￿
aw;￿ ￿
1
2
￿
m
2 + ￿R
￿
w;a + 2v1;a (176)
de (175) y (176) se deduce:
w￿
￿;a = (m2 + ￿R)w;a + ￿R;aw ￿ 6v1;a
w￿
a;￿ = 1
4 (￿w);a + 1
2 ((m2 + ￿R)w;a + ￿R;aw ￿ 6v1;a) + 1
2R￿
aw;￿ ￿ 1
2 (m2 + ￿R)w;a +
2v1;a
Es decir:
72w
￿
a;￿ =
1
4
(￿w);a +
1
2
￿R;aw +
1
2
R
￿
aw;￿ ￿ v1;a (177)
73ApØndice D
TENSOR MOMENTO ENERG˝A
RENORMALIZADO.
El operador diferencial bilineal asociado es:
^ T￿￿ = (1 ￿ 2￿)g￿
￿0r￿r￿0+
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
g￿￿g￿￿0r￿r￿0￿2￿g￿
￿0g￿
￿0r￿0r￿0+2￿g￿￿r￿r
￿
+￿
￿
R￿￿ ￿ 1
2g￿￿R
￿
￿ 1
2g￿￿m2
AplicÆndolo al tØrmino W.
^ T￿￿W
= (1 ￿ 2￿)g￿
￿0r￿r￿0
￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b￿
+
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
g￿￿g￿￿0r￿r￿0
￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b￿
￿2￿g￿
￿0g￿
￿0r￿0r￿0
￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b￿
+2￿g￿￿r￿r
￿ ￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b￿
+￿
￿
R￿￿ ￿ 1
2g￿￿R
￿￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b￿
￿1
2g￿￿m2 ￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b￿
ConsidØrense los siguientes tØrminos por separado:
g￿
￿0g￿
￿0r￿0r￿0
￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b￿
’ 1
2wabg￿0
￿ g￿0
￿ ￿
;a
;￿0￿
;b
;￿0 + 1
2wabg￿0
￿ g￿0
￿ ￿
;a
;￿0￿
;b
;￿0 = w￿￿
g￿
￿0r￿r￿0
￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b￿
’ 1
2w;a￿ga￿g￿￿ ￿ 1
2wabga￿gb
￿g￿￿ ￿ 1
2wabga
￿gb￿g￿￿ = 1
2w;￿￿ ￿ w￿￿
g￿￿0r￿r￿0
￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b￿
’ 1
2w;￿
;￿ ￿ w￿
￿
r￿r
￿ ￿
w ￿ 1
2w;a￿;a + 1
2wab￿;a￿;b￿
’ r￿
￿
w;￿ ￿ 1
2w;￿
;a￿;a ￿ 1
2w;a￿;a￿ + 1
2wab￿;a￿￿;b + 1
2wab￿;a￿;b￿￿
’ w;￿
;￿ ￿ 1
2w;￿
;￿ ￿ 1
2w;￿
;￿ + w￿
￿ = w￿
￿
Finalmente:
^ T￿￿W = ￿w￿￿ +
1
2
g￿￿w
￿
￿ +
1
2
(1 ￿ 2￿)w;￿￿ +
1
2
￿
2￿ ￿
1
2
￿
g￿￿￿w (178)
+￿
￿
R￿￿ ￿
1
2
g￿￿R
￿
w ￿
1
2
g￿￿m
2w
ConsidØrese ahora la de￿nici￿n de hT￿￿iren :
hT￿￿iren =
￿D
2
￿
l￿ ￿mx0!x ^ T￿￿W
￿
+ ~ ￿￿￿
y las relaciones (175) y (177). La relaci￿n de continuidad hT￿￿i
;￿
ren implica:
74hT￿￿i
;￿
ren =
￿D
2 (￿w;￿
￿￿ + 1
2g￿￿w￿;￿
￿ + 1
2 (1 ￿ 2￿)w;￿
;￿￿ + 1
2
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
g￿￿ (￿w)
;￿
+￿
￿
R￿￿ ￿ 1
2g￿￿R
￿
w;￿ + ￿
￿
R￿￿ ￿ 1
2g￿￿R
￿;￿ w ￿ 1
2g￿￿m2w;￿) + ~ ￿;￿
￿￿ = 0
hT￿￿i
;￿
ren =
￿D
2 (￿
￿
1
4 (￿w);￿ + 1
2￿R;￿w + 1
2R￿
￿w;￿ ￿ v1;￿
￿
+1
2 (￿R;￿w + (m2 + ￿R)w;￿ ￿ 6v1;￿) + 1
2 (1 ￿ 2￿)w;￿
;￿￿ + 1
2
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
g￿￿ (￿w)
;￿
+￿
￿
R￿￿ ￿ 1
2g￿￿R
￿
w;￿ ￿ 1
2g￿￿m2w;￿) + ~ ￿;￿
￿￿ = 0
hT￿￿i
;￿
ren =
￿D
2 (￿
￿
1
4 (￿w);￿ ￿ v1;￿
￿
￿3v1;￿ + 1
2 (1 ￿ 2￿)
￿
w;￿
;￿￿
￿
+ 1
2
￿
2￿ ￿ 1
2
￿￿
w;￿
;￿
￿
;￿) + ￿;￿
￿￿
=
￿D
2 (￿2v1;￿) + ~ ￿;￿
￿￿ = 0
Es decir:
~ ￿
;￿
￿￿ ￿ ￿Dg￿￿v
;￿
1 = 0
Rede￿niendo el tensor geomØtrico como:
￿￿￿ ￿ ~ ￿￿￿ ￿ ￿Dg￿￿v1
￿
;￿
￿￿ = 0
se encuentra la expresi￿n:
hT￿￿iren =
￿D
2
￿
l￿ ￿m
x0!x
T￿￿W + 2g￿￿v1
￿
+ ￿￿￿
haciendo uso de (175) y (177), la expresi￿n (178):
^ T￿￿W = ￿w￿￿ + 1
2g￿￿w￿
￿ + 1
2 (1 ￿ 2￿)w;￿￿
+1
2
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
g￿￿￿w + ￿
￿
R￿￿ ￿ 1
2g￿￿R
￿
w ￿ 1
2g￿￿m2w
^ T￿￿W = ￿w￿￿ ￿ 3g￿￿v1 + 1
2 (1 ￿ 2￿)w;￿￿ + 1
2
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
g￿￿￿w
+￿R￿￿w
Por lo tanto, la expresi￿n ￿nal para el valor esperado del tensor momento energ￿a
es:
hT￿￿iren =
￿D
2
￿
￿w￿￿ +
1
2
(1 ￿ 2￿)w;￿￿ +
1
2
￿
2￿ ￿
1
2
￿
g￿￿￿w + ￿R￿￿w ￿ g￿￿v1
￿
+￿￿￿
(179)
75ApØndice E
EXPANSI￿N DE LA FUNCI￿N V.
ConsidØrese las relaciones (173) y (174) bajo la aproximaci￿n:
V0 ’ v0 ￿
1
2
v0;a￿
;a +
1
2
v0ab￿
;a￿
;b
V1 ’ v1
(￿ ￿ m2 ￿ ￿R)￿1=2 = ￿2￿;￿V0;￿ ￿ 2V0
Haciendo uso de la f￿rmula (166):
(￿ ￿ m2 ￿ ￿R)￿1=2 = (￿ ￿ m2 ￿ ￿R)
￿
1 + 1
12Rab￿;a￿;b ￿ 1
24R(ab;c)￿;a￿;b￿;c￿
ConsidØrense los siguientes tØrminos por separado:
￿
￿
Rab￿;a￿;b￿
= r￿
￿
R
;￿
ab￿;a￿;b + Rab￿;a￿￿;b + Rab￿;a￿;b￿￿
= R
;￿
ab;￿￿;a￿;b + R
;￿
ab￿;a
;￿￿;b + R
;￿
ab￿;a￿;b
;￿
+Rab;￿￿;a￿￿;b + Rab￿;a￿
;￿ ￿;b + Rab￿;a￿￿;b
;￿
+Rab;￿￿;a￿;b￿ + Rab￿;a
;￿￿;b￿ + Rab￿;a￿;b￿
;￿
= R
;￿
ab;￿￿;a￿;b + R
;￿
￿b￿;b + R;￿
a￿￿;a
+R
￿
b;￿￿;b + R
+R￿
a;￿￿;a + R
= 2R + 4R;￿
￿a￿;a + R
;￿
ab;￿￿;a￿;b
Por otra parte:
￿2￿;￿V0;￿ ￿ 2V0 = ￿2(￿;￿V0;￿ + V0)
Aqu￿:
￿;￿V0;￿ + V0 =
= ￿;￿ ￿
v0 ￿ 1
2v0;a￿;a + 1
2v0ab￿;a￿;b￿
;￿ +
￿
v0 ￿ 1
2v0;a￿;a + 1
2v0ab￿;a￿;b￿
= (v0;￿￿;￿ ￿ 1
2v0;a￿￿;a￿;￿ ￿ 1
2v0;a￿;a
;￿￿;￿ + 1
2v0ab;￿￿;a￿;b￿;￿
+1
2v0ab￿;a
;￿￿;b￿;￿ + 1
2v0ab￿;a￿;b
;￿￿;￿)
+
￿
v0 ￿ 1
2v0;a￿;a + 1
2v0ab￿;a￿;b￿
= v0 ￿ 1
2v0;ab￿;a￿;b + 3
2v0ab￿;b￿;a + 1
2v0ab;￿￿;a￿;b￿;￿
Por tanto, la expresi￿n (166) se reduce a:
1
12
￿
2R + 4R;￿
￿a￿;a + R
;￿
ab;￿￿;a￿;b￿
￿(m2 + ￿R)
￿
1 + 1
12Rab￿;a￿;b￿
= ￿2v0 + (v0;ab ￿ 3v0ba)￿;a￿;b ￿ v0ab;c￿;a￿;b￿;c
Comparando tØrminos del mismo orden, se encuentran los primeros coe￿cientes de
la serie de V0:
761
6R ￿ (m2 + ￿R) = ￿2v0
v0 =
1
2
￿￿
￿ ￿
1
6
￿
R + m
2
￿
1
12R
;￿
ab;￿ ￿ 1
12 (m2 + ￿R)Rab = v0;ab ￿ 3v0ba
1
12￿Rab ￿ 1
12 (m2 + ￿R)Rab = v0;ab ￿ 3v0ba
3v0ba = 1
4
￿
￿ ￿ 1
6
￿
R;ab + 1
12 (m2 + ￿R)Rab ￿ 1
12￿Rab
v0ba =
1
12
￿
￿ ￿
1
6
￿
R;ab ￿
1
36
￿
￿ ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
Rab
V0 ’ v0 ￿
1
2
v0;a￿
;a +
1
2
v0ab￿
;a￿
;b
De la relaci￿n (173):
(￿x ￿ m2 ￿ ￿R)V0 = ￿2￿;￿v1;￿ ￿ 4v1
r￿r
￿ ￿
v0 ￿ 1
2v0;a￿;a + 1
2v0ab￿;a￿;b￿
= v
;￿
0;￿ ￿ 1
2v
;￿
0;a￿￿;a ￿ 1
2v
;￿
0;a￿;a
;￿ ￿ 1
2v0;a￿￿;a￿ ￿ 1
2v0;a￿;a￿
;￿
+1
2v
;￿
0ba;￿￿;a￿;b + 1
2v
;￿
0ba￿;a
;￿￿;b + 1
2v
;￿
0ba￿;a￿;b
;￿
+1
2v0ba;￿￿;a￿￿;b + 1
2v0ba￿;a￿
;￿ ￿;b + 1
2v0ba￿;a￿￿;b
;￿
+1
2v0ba;￿￿;a￿;b￿ + 1
2v0ba￿;a
;￿￿;b￿ + 1
2v0ba￿;a￿;b￿
;￿
= ￿1
2￿v0;a￿;a + 2v
;￿
0￿b￿;b + v
￿
0￿ + 1
2￿v0ab￿;a￿;b
Por lo tanto:
(￿x ￿ m2 ￿ ￿R)
￿
v0 ￿ 1
2v0;a￿;a￿
=
￿
￿1
2￿v0;a￿;a + 2v
;￿
0b￿￿;b + v
￿
0￿
￿
￿ (m2 + ￿R)
￿
v0 ￿ 1
2v0;a￿;a￿
= ￿2￿;￿v1;￿ ￿ 4v1
comparando tØrminos:
￿4v1 = v
￿
0￿ ￿ (m2 + ￿R)v0
v1 = 1
8 (m2 + ￿R)
￿￿
￿ ￿ 1
6
￿
R + m2￿
= 1
8
￿
￿ ￿ 1
6
￿
(m2R + ￿R2) + m2 1
8 (m2 + ￿R) ￿
1
4v
￿
0￿
= 1
8
￿
￿ ￿ 1
6
￿
m2R + 1
8
￿
￿ ￿ 1
6
￿
￿R2 + 1
8m4 + 1
8m2￿R
￿1
4
￿
gab 1
12
￿
￿ ￿ 1
6
￿
R;ab + gab 1
36 (m2 + ￿R)Rab ￿ gab 1
36￿Rab
￿
= 1
4
￿
￿ ￿ 1
6
￿
m2R + 1
8
￿
￿ ￿ 1
6
￿2 R2 + 1
8m4
+1
8
￿
￿1
6
￿
￿ ￿ 1
2
￿
￿R + 1
9m2R + 1
9
￿
￿ ￿ 1
4
￿
R2￿
v1 ’
1
8
m
4 +
1
4
￿
￿ ￿
1
6
￿
m
2R +
1
8
￿
￿ ￿
1
6
￿2
R
2
77ApØndice F
ELEMENTOS GEOM￿TRICOS DEL ESPACIO
R-W.
La mØtrica de un espacio-tiempo de Robertson Walker, espacialmente plano es:
ds
2 = ￿dt
2 + a(t)
2dx
2
Las componentes del tensor inverso g￿￿:
g￿￿g￿￿ = ￿
￿
￿
(g￿0)
2 g00 + (g￿i)
2 gii = g￿￿
g
00 =
1
g00
= ￿1
(gii)
2 gii = gii
g
ii =
1
gii
=
1
a2(t)
g
00 = ￿1, g
ij = a(t)
￿2￿
ij
CÆlculo de las conexiones mØtricas:
￿￿
￿￿ = 1
2g￿￿
h
@g￿￿
@x￿ +
@g￿￿
@x￿ ￿
@g￿￿
@x￿
i
￿0
￿￿ = 1
2g00
h
@g￿0
@x￿ +
@g￿0
@x￿ ￿
@g￿￿
@x0
i
￿0
0￿ = ￿1
2
h
@g￿0
@x0 +
@g00
@x￿ ￿
@g0￿
@x0
i
= ￿1
2
h
@g￿0
@x0 ￿
@g0￿
@x0
i
= 0
￿0
ij = ￿1
2
h
@gj0
@xi +
@gi0
@xj ￿
@gij
@x0
i
= 1
2
h
@gij
@x0
i
= 1
2
￿
@(a(t)2)
@t ￿
ij
￿
= a(t)_ a(t)￿
ij
￿i
￿￿ = 1
2gii
h
@g￿i
@x￿ +
@g￿i
@x￿ ￿
@g￿￿
@xi
i
= 1
2a(t)￿2
h
@g￿i
@x￿ +
@g￿i
@x￿
i
￿i
0￿ = 1
2a(t)￿2
h
@g￿i
@x0
i
￿i
00 = 0
￿i
0i = 1
2a(t)￿2 ￿@gii
@x0
￿
= 1
2a(t)￿2
￿
@(a(t)2)
@t
￿
= a(t)￿2 [a(t)_ a(t)] =
_ a(t)
a(t)
￿i
j￿ = 1
2a(t)￿2
h
@gji
@x￿
i
78￿0
0￿ = 0
￿0
ij = a(t)_ a(t)￿ij
￿i
00 = 0
￿i
0j =
_ a(t)
a(t)￿
i
j
￿i
jk = 0
CÆlculo del tensor de Ricci:
R￿￿ =
@￿￿
￿￿
@x￿ ￿
@￿￿
￿￿
@x￿ + ￿￿
￿￿￿
￿
￿￿ ￿ ￿￿
￿￿￿
￿
￿￿
R00 =
@￿￿
00
@x￿ ￿
@￿￿
￿0
@x0 + ￿￿
￿￿￿
￿
00 ￿ ￿￿
￿0￿
￿
￿0
= ￿
@￿i
i0
@x0 ￿ (￿i
i0)
2
= ￿3
￿
@
@t
￿
_ a(t)
a(t)
￿
+
￿
_ a(t)
a(t)
￿2￿
= ￿3
￿
(￿ a(t)a(t)￿1 ￿ _ a(t)2a(t)￿2) +
￿
_ a(t)
a(t)
￿2￿
= ￿3
￿￿
￿ a(t)
a(t) ￿
_ a(t)2
a(t)2
￿
+
￿
_ a(t)
a(t)
￿2￿
= ￿3
￿ a(t)
a(t)
R00 = ￿3
￿ a(t)
a(t)
Rij =
@￿￿
ji
@x￿ ￿
@￿￿
￿i
@xj + ￿￿
￿￿￿
￿
ji ￿ ￿￿
￿j￿
￿
￿i
Rij =
@￿0
ji
@x0 + 3￿1
10￿0
ji ￿ ￿0
kj￿k
0i ￿ ￿0
ki￿k
0j
Rii =
@￿0
ii
@x0 + 3￿1
10￿0
ii ￿ ￿0
ii￿i
0i ￿ ￿0
ii￿i
0i
Rii =
@￿0
ii
@x0 + 3￿1
10￿0
11 ￿ 2￿0
11￿1
01
Rii =
@￿0
ii
@x0 + ￿1
10￿0
ii
Rii = @
@t (a(t)_ a(t)) +
_ a(t)
a(t)a(t)_ a(t)
Rii = (_ a(t)2 + a(t)￿ a(t)) + _ a(t)2
Rii = a(t)￿ a(t) + 2_ a(t)2
Rij =
￿
a(t)￿ a(t) + 2_ a(t)
2￿
￿ij
CÆlculo del escalar de curvatura:
R = g00R00 + gijRij = 3
￿ a(t)
a(t) + a(t)￿2￿
ij (a(t)￿ a(t) + 2_ a(t)2)￿ij
R = 3
￿ a(t)
a(t) + 3
￿
￿ a(t)
a(t) + 2
￿
_ a(t)
a(t)
￿2￿
R = 6
￿
￿ a(t)
a(t)
+
_ a(t)2
a(t)2
￿
CÆlculo del tensor de Einstein:
79G00 = R00 ￿ 1
2g00R = ￿3
￿ a(t)
a(t) + 3
￿
￿ a(t)
a(t) +
￿
_ a(t)
a(t)
￿2￿
G00 = 3
_ a(t)2
a(t)2
Gii = Rii ￿ 1
2giiR = a(t)￿ a(t) + 2_ a(t)2 ￿ 3a(t)2
￿
￿ a(t)
a(t) +
_ a(t)2
a(t)2
￿
Gii = ￿2a(t)￿ a(t) ￿ _ a(t)
2
80ApØndice G
ECUACIONES DEL MODELO DE ENERG˝A
OSCURA.
Las dos ecuaciones bÆsicas a implementa son (179) y (175):
hT￿￿iren =
1
8￿2
￿
￿w￿￿ +
1
2
(1 ￿ 2￿)w;￿￿ +
1
2
￿
2￿ ￿
1
2
￿
g￿￿￿w + ￿R￿￿w ￿ g￿￿v1
￿
+￿
M2
￿￿
w￿￿ =
g￿￿
4
￿￿
m
2 + ￿R
￿
w ￿ 6v1
￿
Se asumirÆ un modelo de campo medio, es decir, que se satisfacen las siguientes
condiciones:
w ￿ 8￿
2 
2
￿
￿ ￿ m
2 ￿ ￿R
￿
  = 0 (180)
￿ 
2 = r
￿ ￿
r￿ 
2￿
= r
￿ ￿
r￿ 
2￿
= r
￿ (2 r￿ ) = 2r
￿ ( r￿ ) = 2(r
￿ r￿  +  ￿ )
 
2
;￿￿ = r￿
￿
r￿ 
2￿
= r￿ (2 r￿ ) = 2r￿ ( r￿ ) = 2
￿
r￿ r￿  +   ;￿￿
￿
8￿2T￿￿ = ￿
g￿￿
4 [(￿R)w ￿ 6v1]
+1
2 (1 ￿ 2￿)w;￿￿ + 1
2
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
g￿￿￿w + ￿R￿￿w
￿
g￿￿
4 m2w ￿ g￿￿v1
8￿2T￿￿ = (1 ￿ 2￿)r￿ r￿  +
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
g￿￿r
￿ r￿ 
￿2￿  ;￿￿ + 2￿g￿￿ ￿  + ￿G￿￿ 
2 ￿
g￿￿
2 m2 
2
+
g￿￿
4 m2 
2 +   ;￿￿ ￿ 1
2g￿￿ ￿  +
g￿￿
4 (￿R) 
2 + 1
16￿2g￿￿v1
8￿2T￿￿ = (1 ￿ 2￿)r￿ r￿  +
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
g￿￿r
￿ r￿ 
￿2￿  ;￿￿ + 2￿g￿￿ ￿  + ￿G￿￿ 
2
￿
g￿￿
2 m2 
2 + 1
16￿2g￿￿v1
El operador ￿ para la mØtrica R-W es:
￿ ￿ g
￿￿r￿r￿ = g
￿￿ ￿
@￿r￿ ￿ ￿
￿
￿￿r￿
￿
= g
00 (@0@0 ￿ ￿
￿
00@￿) + g
ii (@i@i ￿ ￿
￿
ii@￿)
= ￿@
2
0 ￿ 3
_ a(t)
a(t)
@0
81La ecuaci￿n de campo (180) se reduce a:
￿   + 3
_ a(t)
a(t)
_   +
￿
m
2 + 6￿
￿
￿ a(t)
a(t)
+
_ a(t)2
a(t)2
￿￿
  = 0
y las componentes del tensor momento-Energ￿a son:
T00 = (1 ￿ 2￿)(r0 )
2 +
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
g00g￿￿r￿ r￿ 
￿2￿  ;00 + 2￿g00 ￿  + ￿G00 
2
￿
g00
2 m2 
2 + 1
16￿2g00v1
T00 =
1
2
_  
2
+ 6￿
_ a(t)
a(t)
  _   + 3￿
_ a(t)2
a(t)2 
2 +
1
2
m
2 
2 ￿
1
16￿2v1
Tii = (1 ￿ 2￿)ri ri  +
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
giir
￿ r￿ 
￿2￿  ;ii + 2￿gii ￿  + ￿Gii 
2
￿
gii
2 m2 
2 + 1
16￿2giiv1
Tii = ￿
￿
2￿ ￿ 1
2
￿
a(t)2 _  
2
+2￿a(t)2
￿
m2 + 6￿
￿
￿ a(t)
a(t) +
_ a(t)2
a(t)2
￿￿
 
2 ￿ 2￿a(t)2
￿
￿ a(t)
a(t) + 1
2
_ a(t)2
a(t)2
￿
 
2
￿
a(t)2
2 m2 
2 + 1
16￿2a(t)2v1
Tii = ￿
￿
2￿ ￿
1
2
￿
a(t)
2 _  
2
+
1
16￿2a(t)
2v1
+2￿a(t)
2
￿￿
1 ￿
1
4￿
￿
m
2 + (6￿ ￿ 1)
￿ a(t)
a(t)
+
￿
6￿ ￿
1
2
￿
_ a(t)2
a(t)2
￿
 
2
Por ende, la densidad y la presi￿n del ￿ uido del campo escalar estÆn dadas por:
￿ =
1
2
_  
2
+
￿
3￿
_ a(t)2
a(t)2 +
1
2
m
2
￿
 
2 + 6￿
_ a(t)
a(t)
  _   ￿
1
16￿2v1
p = ￿
￿
2￿ ￿
1
2
￿
_  
2
+
1
16￿2v1
+2￿
￿￿
1 ￿
1
4￿
￿
m
2 + (6￿ ￿ 1)
￿ a(t)
a(t)
+
￿
6￿ ￿
1
2
￿
_ a(t)2
a(t)2
￿
 
2
Omitiendo el tØrmino geomØtrico ya que no se hace necesario, debido a que el ten-
sor momento energ￿a se redujo a su expresi￿n clÆsica conservada, las ecuaciones de
Friedmann correspondientes son:
Ecuaci￿n de ligadura:
_ a(t)2
a(t)2 = 8￿G
3 ￿
_ a(t)2
a(t)2 =
8￿G
3
￿
1
2
_  
2
+
￿
3￿
_ a(t)2
a(t)2 +
1
2
m
2
￿
 
2 + 6￿
_ a(t)
a(t)
  _  
￿
82￿ + 3p
= 1
2
_  
2
+
￿
3￿
_ a(t)2
a(t)2 + 1
2m2
￿
 
2 + 6￿
_ a(t)
a(t)  _  
￿3
￿
2￿ ￿ 1
2
￿ _  
2
+6￿
￿￿
1 ￿ 1
4￿
￿
m2 + (6￿ ￿ 1)
￿ a(t)
a(t) +
￿
6￿ ￿ 1
2
￿ _ a(t)2
a(t)2
￿
 
2
= 2(1 ￿ 3￿) _  
2
+ 6￿
_ a(t)
a(t)  _  
+6￿
￿￿
1 ￿ 1
6￿
￿
m2 + (6￿ ￿ 1)
￿ a(t)
a(t) + 6￿
_ a(t)2
a(t)2
￿
 
2
￿ + 3p = 2(1 ￿ 3￿) _  
2
+ 6￿
_ a(t)
a(t)
  _  
+6￿
￿￿
1 ￿
1
6￿
￿
m
2 + (6￿ ￿ 1)
￿ a(t)
a(t)
+ 6￿
_ a(t)2
a(t)2
￿
 
2
Ecuaci￿n de aceleraci￿n:
￿ a(t)
a(t)
= ￿
4￿G
3
(￿ + 3p)
￿ a(t)
a(t) = ￿4￿G
3
￿
2(1 ￿ 3￿) _  
2
+ 6￿
_ a(t)
a(t)  _  
￿
￿4￿G
3
￿
6￿
￿￿
1 ￿ 1
6￿
￿
m2 + (6￿ ￿ 1)
￿ a(t)
a(t) + 6￿
_ a(t)2
a(t)2
￿
 
2
￿
Finalmente, las ecuaciones del modelo son:
￿ a(t)
a(t)
=
8￿G
1 + 8￿G￿ (6￿ ￿ 1) 
2
￿￿
￿ ￿
1
3
￿
_  
2
￿
￿
6￿
2 _ a(t)2
a(t)2 +
￿
￿ ￿
1
6
￿
m
2
￿
 
2 ￿ ￿
_ a(t)
a(t)
  _  
￿
3
8￿G
_ a(t)2
a(t)2 =
1
2
_  
2
+
￿
3￿
_ a(t)2
a(t)2 +
1
2
m
2
￿
 
2 + 6￿
_ a(t)
a(t)
  _  
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